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Chapitre 1
Introduction
Ce document est une pre´sentation des travaux que j’ai re´alise´s depuis mon
doctorat qui portait sur les se´ries re´gulie`res et les distributions de longueurs de
codes.
Ces travaux s’inscrivent dans le cadre ge´ne´ral de la the´orie des automates, de
la combinatoire des mots, de la combinatoire e´nume´rative et de l’algorithmique.
Ils ont en commun de traiter des automates et des langages re´guliers, de proble`mes
d’e´nume´ration et de pre´senter des re´sultats constructifs, souvent explicitement sous
forme d’algorithmes. Les domaines dont sont issus les proble`mes aborde´s sont assez
varie´s.
Ce texte est compose´ de trois parties consacre´es aux codes pre´fixes, a` certaines
se´quences lexicographiques et a` l’e´nume´ration d’automates.
La premie`re partie porte sur des proble`mes de codage sans perte d’information,
et plus particulie`rement sur les codes pre´fixes qui permettent un de´codage instan-
tane´. On y pre´sente une version re´gulie`re du the´ore`me de Kraft-McMillan, obtenue
en collaboration avec M.-P. Be´al et D. Perrin. On expose ensuite des constructions
de codes pre´fixes pour des sources infinies selon un proce´de´ ge´ne´ralisant l’algo-
rithme de Huffman. Ces dernie`res sont le fruit d’un travail re´alise´ avec J. Cle´ment,
G. Seroussi et A. Viola.
Le chapitre suivant traite de suites de symboles finies ou infinies de´finies sur un
alphabet totalement ordonne´ et caracte´rise´es par des conditions lexicographiques.
On y examine des proble`mes issus de la nume´ration dans une base re´elle strictement
supe´rieure a` 1, les re´sultats obtenus sont d’une part la caracte´risation de certains
syste`mes dynamiques de type fini, d’autre part la construction effective d’ensembles
finis lie´s a` l’addition de nombres analogues aux nombres entiers en base entie`re. Ce
dernier re´sultat, lie´ au proble`me de la mode´lisation des quasicristaux, a e´te´ obtenu
en collaboration avec S. Akiyama et C. Frougny. On e´tudie ensuite un autre type
de suites de´finies par des conditions lexicographiques, les mots de Lyndon, qui
servent a` la construction de bases pour le mono¨ıde libre, le groupe libre ou les
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alge`bres de Lie libres. Leur factorisation standard joue un roˆle essentiel dans la
plupart des algorithmes dans lesquels ils sont utilise´s. Nous avons, avec J. Cle´ment
et C. Nicaud, e´tudie´ cette ope´ration et caracte´rise´ les mots de Lyndon ayant un
facteur standard droit fixe´. Nous proposons e´galement une mode´lisation des mots
de Lyndon permettant d’obtenir des re´sultats en moyenne.
Le dernier chapitre a pour objet les automates de´terministes et accessibles.
Ces automates sont assez proches des automates minimaux associe´s aux lan-
gages re´guliers. Avec C. Nicaud, nous nous sommes inte´resse´s a` l’e´nume´ration de
tels objets, ainsi qu’a` des me´thodes pour les engendrer ale´atoirement de manie`re
e´quiprobable. Ces re´sultats sont lie´s a` l’e´tude de proprie´te´s en moyenne des lan-
gages re´guliers.
Ce me´moire ne comprend pas une description exhaustive de l’e´tat de l’art dans
les diffe´rents domaines aborde´s, mais devrait permettre de situer les re´sultats que
j’ai obtenus seule ou en collaboration.
Le pre´sent chapitre d’introduction est destine´ a` un lecteur qui ne serait pas fa-
milier avec les automates finis, la dynamique symbolique ou les se´ries ge´ne´ratrices.
On y trouvera des de´finitions classiques d’objets utilise´s dans la suite, quelques
re´sultats fondamentaux sont e´galement rappele´s.
1.1 Mots finis et infinis
Soit A un ensemble de symboles, les lettres, que l’on appelle alphabet (sauf
mention contraire, on supposera que cet ensemble est fini). Un mot fini w est une
suite finie d’e´le´ments de A note´e w0w1 · · ·wn−1, sa longueur |w| est le nombre n de
lettres qui composent le mot w. L’ensemble de tous les mots finis sur l’alphabet A,
note´ A∗, muni de l’ope´ration de concate´nation est un mono¨ıde libre dont l’e´le´ment
neutre est le mot vide ε. On note A+ le semigroupe libre forme´ par l’ensemble des
mots non vides sur l’alphabet A.
L’ensemble des suites infinies a` droite de lettres de A est note´ AN. Un mot
infini w est dit ultimement pe´riodique s’il s’e´crit sous la forme w = pzω, ou` p et z
sont des mots finis et zω = zzz · · · .
Un bloc ou facteur f d’un mot w est un mot fini non vide qui apparaˆıt dans le
mot. Si w = ps ou` p est un mot non vide, le mot p est un pre´fixe de w ; si, de plus,
p est diffe´rent de w alors p est un pre´fixe propre de w. De manie`re analogue, si s
est un mot non vide, alors s est un suffixe de w ; si, de plus, le mot s est diffe´rent
de w alors s est suffixe propre de w.
On rappelle qu’un ordre lexicographique sur le semigroupe libre A+ est donne´
par l’extension d’un ordre total, <lex, sur l’alphabet A a` l’ensemble des mots de la
manie`re suivante : pour tous mots finis non vides u et v, u <lex v si et seulement
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si u est un pre´fixe propre de v ou les deux mots s’e´crivent
u = ras, v = rbt avec a, b ∈ A, r, s, t ∈ A∗ et a <lex b.
On de´finit ainsi un ordre total sur A+, note´ simplement < en l’absence d’ambigu¨ıte´.
Cet ordre ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes :
(i) Pour tout mot w de A∗, u < v si et seulement si wu < wv.
(ii) Soient u, v ∈ A∗ deux mots tels que u < v. Si u n’est pas un pre´fixe de v
alors pour tous u′, v′ ∈ A∗, on a uu′ < vv′.
Sur le vaste domaine que constitue la combinatoire des mots, le lecteur inte´resse´
pourra consulter [106, 107, 108].
Les langages de´signent des ensembles de mots. Une classe de langages structu-
rellement simples est constitue´e par les langages re´guliers qui peuvent eˆtre de´finis
par des ope´rations rationnelles ou par des automates finis (voir Section 1.2). Plus
pre´cise´ment, l’union e´tant entendue au sens ensembliste et en de´finissant le produit
de deux langages L1 et L2 comme l’ensemble des concate´nations des mots de L1 et
de L2 et l’e´toile (de Kleene) L
∗ d’un langage L comme l’union des concate´nations
finies des mots de L, un langage sur l’alphabet A est re´gulier s’il peut eˆtre ob-
tenu a` partir des langages finis de A∗ par un nombre fini d’unions, de produits et
d’e´toiles. Ces langages peuvent eˆtre de´crits par des expressions rationnelles a` partir
des symboles de l’alphabet et des ope´rateurs ·,+, ∗ correspondant respectivement
au produit, a` l’union et a` l’e´toile sur les langages.
On s’inte´ressera dans la suite aux langages particuliers que sont les codes et,
spe´cialement, aux codes pre´fixes. On rappelle qu’un code sur A∗ est un ensemble de
mots non vides tel que tout mot de w de A∗ se de´compose au plus d’une manie`re
en un produit d’e´le´ments du code. Un ensemble de mots est pre´fixe si aucun de ses
e´le´ments n’est le pre´fixe d’un autre. Un tel ensemble est un code appele´ un code
pre´fixe.
Les codes pre´fixes sur A∗ sont en bijection avec les langages pre´fixiels (i.e, qui
contiennent tous les pre´fixes de leurs e´le´ments) non vides de A∗. En effet, si C
est un code pre´fixe sur A∗, alors P = A∗ \ CA∗ est un langage pre´fixiel non vide.
Re´ciproquement, si P est un langage pre´fixiel non vide, C = PA \ P est un code
pre´fixe.
Les codes pre´fixes et les langages pre´fixiels admettent des repre´sentation simples
sous forme d’arbres. Si l’alphabet totalement ordonne´ A est de taille k, A∗ peut
eˆtre repre´sente´ par un arbre k-aire dont les nœuds sont e´tiquete´s par les mots de
A∗ de telle sorte que le parcours en profondeur de tout sous-arbre corresponde a`
un parcours dans l’ordre lexicographique sur les mots de A qui apparaissent dans
les nœuds du sous-arbre.
A` tout langage de A∗, on associe le sous-arbre obtenu en conservant tous les
chemins menant de la racine de l’arbre associe´ a` A∗ aux nœuds e´tiquete´s par les
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mots du langage. Ce sous-arbre est appele´ la repre´sentation litte´rale du langage.
Dans ces condition, un langage C est un code pre´fixe si et seulement si, dans
la repre´sentation litte´rale de C, les mots de C sont les e´tiquettes des feuilles.
Le langage pre´fixiel associe´ a` C est alors l’ensemble des e´tiquettes des nœuds
internes de la repre´sentation litte´rale de C. Inversement, un langage est pre´fixiel si
et seulement si toutes les e´tiquettes des nœuds de sa repre´sentation litte´rale sont
des mots du langage. Le code pre´fixe associe´ a` un ensemble pre´fixiel P est alors
l’ensemble des e´tiquettes des nœuds qui permettent de comple´ter la repre´sentation
litte´rale de P de telle sorte que les feuilles deviennent des nœuds internes. Quand le
langage est re´gulier, sa repe´sentation litte´rale n’a qu’un nombre fini de sous-arbres
non isomorphes, elle est re´gulie`re.
Pour une re´fe´rence ge´ne´rale sur les codes, on reportera a` [34].
1.2 Automates finis
Les langages re´guliers sont aussi les langages accepte´s par un automate fini.
Un automate fini sur l’alphabet A est un multigraphe oriente´ dont les transitions
sont e´tiquete´es par une lettre de l’alphabet A. On appellera par la suite graphe
un multigraphe oriente´. Un automate est repre´sente´, selon le contexte, par un
quadruplet (I, Q,E, F ) ou simplement par un couple (Q,E), ou` Q est l’ensemble
des e´tats de l’automate, E l’ensemble des transitions, I l’ensemble des e´tats initiaux
et F celui des e´tats finaux. On notera (p, a, p′) la transition de l’e´tat p a` l’e´tat
p′ e´tiquete´e par la lettre a. Un automate est fini lorsque son nombre d’e´tats et
son nombre de transitions sont finis. Les chemins d’un automate sont les suites de
transitions conse´cutives. L’ensemble des e´tiquettes de ces chemins forme le langage
reconnu ou accepte´ par l’automate.
Un automate est dit non-ambigu si deux chemins qui partent d’un meˆme e´tat,
arrivent sur un meˆme e´tat et ont meˆme e´tiquette, sont e´gaux. Un automate est
de´terministe si, a` partir d’un e´tat donne´, il a au plus une transition avec une
e´tiquette donne´e. Il est dit de´terministe complet pour un certain alphabet si de
chaque e´tat part exactement une transition d’e´tiquette donne´e dans l’alphabet.
Il est dit accessible (ou initialement connexe), si tout e´tat peut eˆtre atteint par
un chemin issu d’un e´tat initial. L’automate minimal d’un langage rationnel est
l’automate de´terministe complet ayant le moins d’e´tats qui reconnaˆıt ce langage.
Un automate est dit local, ou de´fini, s’il existe deux entiers positifs ou nuls m et
a (m pour me´moire et a pour anticipation) tels que tous les chemins de longueur
(m + a) de meˆme e´tiquette arrivent dans le meˆme e´tat de l’automate. Il s’agit
d’une proprie´te´ de confluence des chemins a` un instant donne´. Lorsque l’automate
est de´terministe local, la proprie´te´ est satisfaite avec une anticipation nulle. Les
automates de´terministes locaux ont e´te´ introduits en [124] ou` ils e´taient appele´s
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automates de´finis.
Enfin, les transducteurs sont des automates finis e´tiquete´s sur A∗×B∗, ou` A et
B sont deux alphabets. On conside`re dans la suite des transducteurs e´tiquete´s sur
A×B. Chaque transition a ainsi une lettre comme e´tiquette d’entre´e et une lettre
comme e´tiquette de sortie. En masquant les sorties, respectivement les entre´es, on
obtient un automate fini.
Pour plus de re´sultats sur les automates, on pourra se reporter a` [56, 83, 133].
1.3 Dynamique symbolique
Pour une introduction a` la dynamique symbolique, on pourra consulter [101,
24].
On associe a` une suite infinie (an)n∈N sa suite de´cale´e de´finie par σ((an)n∈N) =
(an+1)n∈N. Il s’agit ici d’un de´calage du mot vers la gauche. Les parties ferme´es de
AN invariantes par de´calage sont appele´es sous-syste`mes en dynamique symbolique.
La topologie dont est muni AN est celle induite par exemple par la distance d qui
vaut 0 pour deux suites identiques et est de´finie comme suit pour deux suites
distinctes a = (an)n∈N et b = (bn)n∈N :
d(a, b) = 2−l ou` l = min{i | ai 6= bi}.
Les facteurs autorise´s d’un sous-syste`me sont les blocs finis pouvant apparaˆıtre
comme facteurs d’un mot infini du syste`me. Les facteurs interdits sont ceux qui
ne sont pas autorise´s, c’est-a`-dire ceux qui n’apparaˆıtront jamais comme facteurs
d’un mot infini du syste`me. On distinguera aussi les mots minimaux interdits qui
sont des blocs interdits dont tous les facteurs propres sont autorise´s.
La capacite´ de Shannon, appele´e encore entropie topologique, d’un sous-syste`me
S de AN, permet de mesurer le taux de croissance des facteurs autorise´s, elle est
de´finie par :
Cap(S) = lim sup
n→∞
1
n
log Card(Sn ∩ An),
ou` Sn de´signe l’ensemble des facteurs autorise´s de longueur n du syste`me. Les
logarithmes sont en ge´ne´ral pris en base 2 et le nombre de blocs autorise´s de
longueur n est ainsi bien approche´ par 2nCap(S) pour n assez grand.
Classes de syste`mes dynamiques
Une classe assez ge´ne´rale de syste`mes dynamiques lie´s aux automates est celle
des syste`mes code´s [39]. Ces syste`mes, reconnus par des automates infinis de´nom-
brables [89], sont ceux pour lesquels il existe un code C tel que l’ensemble des mots
du syste`me soit Cω.
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Une sous-classe des syste`mes code´s est constitue´e par les ensembles de suites
infinies accepte´s par un automate fini et appele´s syste`mes sofiques. Ils ont e´te´ in-
troduits par Weiss [143]. Il est a` noter qu’il n’est pas pre´cise´ d’ensemble d’e´tats ini-
tiaux ou terminaux dans cette de´finition. Tous les chemins infinis sont acceptants.
Les syste`mes sofiques peuvent eˆtre reconnus par des automates de´terministes, c’est-
a`-dire des automates tels que chaque e´tat admet au plus une transition sortante
d’e´tiquette donne´e. Ce sont des sous-syste`mes au sens de´fini pre´ce´demment. Les
syste`mes qui peuvent eˆtre reconnus par un automate dont le graphe est fortement
connexe sont appele´s syste`mes irre´ductibles. Ils sont reconnus par un automate
de´terministe minimal, encore appele´ couverture de Fisher du syste`me. Le lien
avec l’automate minimal de´terministe qui accepte un langage de mots fini avec
un unique e´tat initial et un ensemble d’e´tats terminaux est e´troit (voir [25], [24],
et [27]). Une repre´sentation minimale unique n’existe cependant plus lorsque le
syste`me n’est pas irre´ductible.
Les syste`mes qui peuvent eˆtre reconnus par des automates locaux sont appele´s
syste`mes de type fini. Ils sont caracte´rise´s par le fait que leur ensemble de mots
interdits minimaux est un ensemble fini.
E´clatements d’e´tats
L’ope´ration dite d’e´clatement d’e´tats, entrant ou sortant, est une transforma-
tion fondamentale en dynamique symbolique. Sur un automate fini, l’e´clatement
entrant consiste en une partition des transitions entrant dans un e´tat et une du-
plication des transitions qui en sortent. On peut de´finir de fac¸on syme´trique la
notion d’e´clatement sortant. L’ope´ration inverse d’un e´clatement est appele´e une
fusion ou une amalgamation.
q’’
c
b
a
a
d
e
q’
U’’
U’
c
b
q
d
a
e
b
c
I’
I’’
Fig. 1.1 – Un e´clatement entrant
Plus pre´cise´ment, soient A = (Q,E) un automate, q un des e´tats de l’automate
et I l’ensemble des transitions entrant en q. Soit I = I ′ + I ′′ une partition de I.
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L’ope´ration d’e´clatement entrant relativement a` la partition (I ′, I ′′) transforme
l’automate A en un automate B = (Q′, E ′), ou` Q′ = (Q − {q}) ∪ {q′} ∪ {q′′}, est
obtenu en ”e´clatant” l’e´tat q en deux e´tats q′, q′′, et ou` les transitions de´finies par :
– Les transitions non incidentes a` q sont inchange´es.
– Les transitions qui e´taient entrantes en q dans A sont partage´es selon la
partition (I ′, I ′′). Les ensembles U ′ des transitions entrant en q′ et U ′′ des
transitions entrant en q′′ sont respectivement U ′ = {(p, x, q′) | (p, x, q) ∈ I ′}
et U ′′ = {(p, x, q′′) | (p, x, q) ∈ I ′′}.
– Les e´tats q′ et q′′ ont les ”meˆmes transitions” sortantes duplique´es de celles de
q. Si O de´signe l’ensemble des transitions sortant de q dans A, les ensembles
O′ des transitions sortant de q′ et O′′ des transitions sortant de q′′ sont alors
respectivement O′ = {(q′, x, p) | (q, x, p) ∈ O} et O′′ = {(q′′, x, p) | (q, x, p) ∈
O}.
Un e´clatement entrant transforme un automate de´terministe en un automate
de´terministe qui reconnaˆıt le meˆme syste`me sofique. Bien que l’automate obtenu
par e´clatement d’e´tat semble diffe´rent de l’automate initial, les syste`mes dyna-
miques de´finis par les e´tiquettes des chemins dans chacun des automates sont
conjugue´s, i.e il existe un application locale inversible qui transforme le premier
syste`me en le second. De plus, les syste`mes dynamiques de´finis par les e´tiquettes
des chemins dans deux automates sont conjugue´s si et seulement si on peut passer
d’un automate a` l’autre par une suite d’e´clatements et d’amalgamations entrants
ou sortants. Ce re´sultat est duˆ a` Williams [144]. La de´cidabilite´ de la conjugaison
entre deux syste`mes, meˆme de type fini, reste un proble`me ouvert.
1.4 The´orie de Perron-Frobenius
La the´orie de Perron-Frobenius sur les matrices positives (i.e., les matrices
a` coefficients re´els positifs ou nuls) intervient en the´orie des automates. On l’ap-
plique aux matrices d’adjacence des graphes des automates finis. Ces matrices sont
indexe´es sur les lignes et les colonnes par les e´tats de l’automate. Si p et q sont
deux e´tats de l’automate, le coefficient d’indice p, q de la matrice d’adjacence est
le nombre de transitions de l’automate allant de p vers q. Les matrices d’adja-
cence irre´ductibles sont celles qui correspondent aux automates dont le graphe est
fortement connexe.
Le the´ore`me de Perron-Frobenius [73] pour les matrices irre´ductibles a` coef-
ficients positifs ou nuls e´nonce que ces matrices admettent une plus grande valeur
propre re´elle, appele´e rayon spectral, qui est une valeur propre simple. L’espace
propre associe´ est de dimension 1 et la direction propre admet un vecteur propre a`
coefficients strictement positifs. Lorsque la matrice posse`de plusieurs composantes
irre´ductibles, son rayon spectral est la valeur maximale des rayons spectraux des
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diffe´rentes composantes fortement connexes. Parmi les matrices irre´ductibles, les
matrices primitives, ou ape´riodiques, sont celles qui n’admettent pas de valeur
propre de module e´gal au rayon spectral autre que le rayon spectral lui-meˆme.
Les matrices ape´riodiques ont comme proprie´te´ remarquable le fait que la direc-
tion propre est attractive pour les vecteurs en ce sens que si un vecteur v n’est
pas dans l’espace supple´mentaire a` la direction propre de la matrice M dans la
de´composition de Jordan, la direction de la suite de vecteurs (vMn)n∈N converge
vers la direction propre. Diffe´rentes preuves du the´ore`me de Perron-Frobenius ainsi
que de nombreuses applications sont donne´es en [111].
On peut montrer que la capacite´ d’un syste`me sofique est calculable a` partir
d’un automate non-ambigu qui le reconnaˆıt. Cette capacite´ est en effet e´gale a`
log(λ), ou` λ est le rayon spectral de la matrice d’adjacence de cet automate. Ce
re´sultat est duˆ a` Shannon [140].
1.5 Se´ries ge´ne´ratrices
Les se´ries ge´ne´ratrices ou fonctions ge´ne´ratrices jouent un roˆle essentiel dans
l’e´nume´ration d’objets combinatoires simples (mots, arbres, partitions ...). Elles
sont de´finies pour une classe O d’objets combinatoires sur laquelle est de´finie une
taille :
taille : O → N
O → |O|.
Si, pour tout entier n, le nombre sn d’objets de taille n dans O est fini, la se´rie
ge´ne´ratrice (ordinaire) des objets de O, e´nume´re´s selon leur taille, est alors la
se´rie formelle
s(z) =
∑
n≥0
snz
n.
Beaucoup de proble`mes d’e´nume´ration peuvent eˆtre re´solus en transformant les
ope´rations de base sur les ensembles en ope´rations alge´briques sur les se´ries for-
melles (voir [61, Chapitre I]).
En particulier, la se´rie sX est la se´rie ge´ne´ratrice d’un langage X de mots finis
si sn est le nombre de mots de longueur n du langage.
Les ope´rations rationnelles sur les langages s’expriment aise´ment en terme de
se´ries ge´ne´ratrices. Ainsi, pour tous langages X et Y de A∗,
– Si X ∩ Y = ∅, alors sX∪Y = sX + sY .
– Si XY est un langage non-ambigu, alors sXY = sXsY .
– Si X est un code, alors sX∗(X) =
1
1−sX(z) .
Pour un e´tat de l’art sur les se´ries ge´ne´ratrices de langages re´guliers, on pourra
se reporter a` [126, 16] et sur celles des langages alge´briques a` [41].
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L’utilisation des se´ries ge´ne´ratrices permet par des techniques issues de la com-
binatoire analytique d’obtenir des re´sultats d’e´nume´ration asymptotique. Pour un
panorama des me´thodes et des re´sultats connus, on consultera [61].
Se´ries re´gulie`res
On utilisera, dans la suite, le terme re´gulie`re dans un contexte ou` une ter-
minologie plus pre´cise est souvent utilise´e. En particulier, on appellera ici se´rie
re´gulie`re l’objet appele´, selon la terminologie d’Eilenberg, se´rie N-rationnelle (voir
[56, 134, 35]).
Suivant le point de vue de Schu¨tzenberger, les langages peuvent eˆtre vus comme
des se´ries en plusieurs variables non-commutatives. La se´rie ge´ne´ratrice d’un lan-
gage est alors l’image de la se´rie non-commutative par un homomorphisme. Les
se´ries K-rationnelles, ou` K est un demi-anneau, en une ou plusieurs variables ont
e´te´ e´tudie´es comme extensions des langages rationnels ou re´guliers [35, 134].
Une se´rie s =
∑
n≥0 snz
n a` coefficients entiers positifs est dite re´gulie`re, ou
N-rationnelle, si et si seulement si il existe un graphe fini G et deux ensembles de
sommets du graphe I et T tels que, pour tout entier positif n, sn est le nombre de
chemins du graphe de longueur n partant d’un e´tat de I et arrivant sur un e´tat de
T . On dit alors que l’automate ou la repre´sentation (I, G, T ) reconnaˆıt la se´rie.
Les se´ries re´gulie`res admettent des repre´sentations dites normalise´es, c’est-
a`-dire des repre´sentations (I, G, T ) ayant un unique e´tat initial sans transition
entrant dans cet e´tat, et un unique e´tat final sans transition sortant de cet e´tat.
La de´finition suivante donne une description matricielle e´quivalente des se´ries
re´gulie`res. Les se´ries re´gulie`res sont celles pour lesquelles il existe une matrice a`
coefficients entiers entiers positifs ou nuls M dont les lignes et les colonnes sont
indice´es dans un ensemble fini Q, un vecteur ligne i de taille Card(Q) et un vecteur
colonne t de taille Card(Q) tels que, pour tout entier positif n, sn = iM
nt. Lorsque
les coefficients de i, M , et t sont dans Z, la se´rie est dite Z-rationnelle et (i,M, t)
est une repre´sentation line´aire sur Z de la se´rie. La repre´sentation est re´duite si
M a une taille minimale parmi toutes les repre´sentations line´aires de la se´rie sur
le meˆme anneau.
Tout se´rie re´gulie`re est rationnelle, mais la re´ciproque n’est pas vraie. On dira
qu’une suite Z-rationnelle admet une racine dominante si elle admet une repre´sen-
tation line´aire re´duite dont la matrice admet une unique valeur propre re´elle po-
sitive ou nulle λ telle que λ > |µ| pour tout autre valeur propre µ. Lorsque, de
plus, λ > 0 et λ est valeur propre simple, alors la matrice et la se´rie sont dites
spectralement Perron. Une se´rie s est un emboˆıtement de se´ries s’il existe un entier
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p tel que
s(z) =
p−1∑
i=0
zisi(z
p),
ou` (si)0≤i≤p−1 sont elles-meˆmes des se´ries. D’apre`s le the´ore`me de Soittola (voir
[137, 87], [35, p. 83] ainsi que [125]), une se´rie a` coefficients positifs est re´gulie`re
si et seulement si elle est l’emboˆıtement de se´ries rationnelles ayant une racine
dominante. Ce re´sultat montre la de´cidabilite´ de la re´gularite´ d’une se´rie rationnelle
[134]. De plus, lorsque la re´ponse est positive, il existe un algorithme permettant
de calculer une repre´sentation de la se´rie.
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Chapitre 2
Codes pre´fixes
Ce chapitre porte sur les codes pre´fixes, qui ont l’avantage de permettre une
proce´dure de de´codage instantane´e et de re´aliser des taux de compression moyens
optimaux dans les processus de codage utilisant des codes de longueur variable.
Plus pre´cise´ment, on abordera le proble`me de la construction de codes pre´fixes
re´guliers dont la distribution de longueurs est donne´e et de codes pre´fixes optimaux
pour des sources e´mettant des symboles a` valeurs dans un alphabet de´nombrable
selon une distribution de probabilite´s connue.
La premie`re question est re´solue par des techniques issues de la the´orie des
automates et de la dynamique symbolique qui nous ont permis, avec M.-P. Be´al
et D. Perrin, d’e´tablir une version re´gulie`re du the´ore`me de Kraft-McMillan.
On pre´sente ensuite un e´tat de l’art sur la ge´ne´ralisation du codage de Huffman
a` un ensemble de´nombrable de symboles, ainsi que des re´sultats re´cemment obtenus
en collaboration avec J. Cle´ment, G. Seroussi et A. Viola sur le codage, par blocs,
de symboles ge´ome´triquement distribue´s. Les me´thodes utilise´es proviennent de la
the´orie de l’information et de la combinatoire des mots.
2.1 The´ore`me de Kraft-McMillan
2.1.1 Ine´galite´ de Kraft
La se´rie ge´ne´ratrice s =
∑
n≥0 snz
n d’un code pre´fixe sur un alphabet a` k lettres
(ou des feuilles d’un arbre k-aire re´gulier) est la se´rie dont le coefficient sn d’ordre
n est e´gal au nombre de mots de longueur n du code (ou au nombre de feuilles
de hauteur n de l’arbre). Elle satisfait l’ine´galite´ de Kraft pour l’entier positif k :
s(1/k) ≤ 1. Le nombre s(1/k) peut alors eˆtre interpre´te´ comme la probabilite´
qu’un mot suffisamment long ait un pre´fixe dans le code.
La condition de Kraft pour une se´rie est une condition d’entropie. En effet, si
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C est un code pre´fixe, l’entropie de C∗ est infe´rieure ou e´gale (resp. e´gale) a` log(k)
si et seulement si s(1/k) ≤ 1 (resp. s(1/k) = 1).
D’apre`s le the´ore`me de Kraft-McMillan (voir [10, p.35] ou [47, p.82] par exem-
ple), pour toute se´rie s qui satisfait l’ine´galite´ de Kraft pour l’entier k, il existe
un code pre´fixe sur un alphabet a` k lettres dont s est la se´rie ge´ne´ratrice. Ce
re´sultat peut eˆtre prouve´ par induction. En effet, si un code pre´fixe C, forme´
de mots de longueur au plus (n − 1) et ayant comme distribution de longueurs
(s1, s2, . . . , sn−1) sur l’alphabet A = {0, 1, . . . , (k− 1)}, a de´ja` e´te´ construit, alors,
comme
∑n
i=1 sik
−i ≤ 1, on a
n∑
i=1
sik
n−i ≤ kn.
Autrement dit, on peut choisir sn mots de longueur n sur l’alphabet A qui n’ont
pas de pre´fixe dans C. Pour que la description de la construction soit comple`te,
il reste a` spe´cifier le choix, fait a` chaque e´tape, parmi les mots de longueur n qui
n’ont pas de pre´fixe dans C. Une possibilite´ consiste a` pre´fe´rer les mots les plus
grands dans l’ordre lexicographique.
Dans le cas s(1/k) = 1 d’e´galite´ dans l’ine´galite´ de Kraft, le code pre´fixe C est
complet (i.e., tout mot sur l’alphabet A a un pre´fixe dans C ou est pre´fixe d’un
mot de C). La re´ciproque n’est en ge´ne´rale pas vraie (voir [56, p.231] ou [102]).
Par exemple, sur l’alphabet {0, 1}, le code pre´fixe
C =
(
∪i≥2
( i∏
n=2
{0, 1}n \ {0n}
)
0i+1
)
∪ {00},
qui est complet, a pour se´rie ge´ne´ratrice
s(z) = z2 +
∑
i≥2
i∏
n=2
(2n − 1)zi(i+3)/2
et s(1/2) < 1/2 n’atteint pas l’e´galite´ dans l’ine´galite´ de Kraft. Ne´anmoins, la se´rie
ge´ne´ratrice s d’un code complet re´gulier satisfait s(1/k) = 1 [34, p.102].
2.1.2 Une version re´gulie`re du the´ore`me de Kraft-McMillan
Nous nous sommes inte´resse´s, avec M.-P. Be´al et D. Perrin, a` la caracte´risation
des se´ries ge´ne´ratrices des codes pre´fixes re´guliers sur un alphabet a` k lettres et
avons obtenu le re´sultat suivant.
The´ore`me 1 [15] Une se´rie est la se´rie ge´ne´ratrice d’un code pre´fixe re´gulier sur
un alphabet a` k lettres si et seulement si
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– elle est re´gulie`re
– et satisfait l’ine´galite´ de Kraft pour l’entier k : s(1/k) ≤ 1.
Autrement dit, les deux conditions ne´cessaires pour la se´rie d’eˆtre la se´rie
ge´ne´ratrice d’un code re´gulier et d’un code pre´fixe sur un alphabet a` k lettres
sont inde´pendantes en ce sens que leur conjonction est suffisante pour garantir
que la se´rie est la se´rie ge´ne´ratrice d’un code pre´fixe re´gulier sur un alphabet a` k
lettres. De plus, pour obtenir la se´rie ge´ne´ratrice d’un code pre´fixe re´gulier complet
sur un alphabet a` k lettres, la se´rie doit satisfaire l’e´galite´ de Kraft.
La preuve fournit un algorithme pour obtenir un code pre´fixe re´gulier a` partir
d’une se´rie satisfaisant les conditions pre´ce´dentes.
Deux me´thodes simples de construction viennent a` l’esprit. La premie`re consiste
a` appliquer directement la preuve du the´ore`me de Kraft-McMillan. Mais le code
ainsi obtenu n’est pas ne´cessairement re´gulier. Par exemple, si s(z) = z2/(1−2z2),
alors s(1/2) = 1/2, le code pre´fixe correspondant
C =
⋃
n≥0
10n1{0, 1}n.
n’est pas cependant pas re´gulier.
La seconde technique s’appuie sur le fait que la se´rie est re´gulie`re. Si s est une
se´rie re´gulie`re telle que s0 = 0 et si (i, G, t) est une repre´sentation normalise´e de s,
en e´tiquetant chaque transition partant d’un meˆme e´tat par une lettre diffe´rente,
le langage reconnu par l’automate ainsi de´fini est un code pre´fixe re´gulier dont
la se´rie ge´ne´ratrice est s. Le proble`me ici est que le nombre de symboles utilise´s
pour e´tiqueter les transitions peut eˆtre supe´rieur a` k comme le montre l’exemple
suivant.
Soit s la se´rie re´gulie`re reconnue par l’automate de gauche de la Figure 2.1 ou`
i = 1 et t = 4. La se´rie s s’e´crit s(z) = 3z2/(1− z2) et satisfait l’e´galite´ de Kraft
pour k = 2 : s(1/2) = 1. Le sommet 2 est ne´anmoins d’arite´ 4 et la construction
pre´ce´dente conduit a` un code pre´fixe sur un alphabet a` 4 lettres. Une solution, dans
ce cas, est repre´sente´e par l’automate de droite de la Figure 2.1, qui reconnaˆıt la
se´rie s et, en e´tiquetant les transitions, le code pre´fixe re´gulier (11)∗(00+01+10).
Dans sa version na¨ıve, cette construction ne permet pas ne´cessairement d’ob-
tenir un code sur un alphabet a` k lettres, mais la solution est un raffinement de
cette ide´e.
L’algorithme, que nous avons conc¸u, pour obtenir un code pre´fixe re´gulier sur
un alphabet a` k lettres est base´ sur la construction d’un automate appele´ automate
des multi-ensembles et ge´ne´ralise l’algorithme de de´terminisation d’un automate
fini en ajoutant des multiplicite´s dans les e´tats.
Cette transformation conserve la reconnaissabilite´ : la se´rie reconnue par l’au-
tomate ainsi obtenu est la meˆme que celle reconnue par l’automate initial. En
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Fig. 2.1 – Automates qui reconnaissent s(z) = 3z2/(1− z2)
revanche, elle n’est pas dynamique, au sens ou` les automates construits par cette
me´thode de´finissent des syste`mes dynamiques qui ne sont pas conjugue´s. Elle uti-
lise ne´anmoins la the´orie de Perron-Frobenius au moment de la construction de
l’automate des multi-ensembles. Plus pre´cise´ment, on calcule un vecteur propre
approche´ associe´ a` la valeur k pour la matrice d’une repre´sentation de l’e´toile de la
se´rie. Un tel vecteur propre pour une valeur k et une matriceM est, ici, un vecteur
v a` coefficients entiers positifs tel queMv ≤ kv. Le vecteur propre approche´ ayant
la plus petite composante maximale peut eˆtre calcule´ par un algorithme duˆ a` Fra-
naszek [101] dont la complexite´ en temps est exponentielle dans le pire des cas. Ce
vecteur propre approche´ sert de guide pour garantir l’e´quilibrage des transitions
de l’automate, c’est-a`-dire son caracte`re k-aire, tout comme un vecteur propre ap-
proche´ similaire sert de guide dans l’algorithme d’e´clatements d’e´tats de Adler et
al. [3] utilise´ pour construire des codeurs pour canaux contraints (par exemple,
dans lesquels les symboles 1 sont se´pare´s par un nombre contraint supe´rieurement
et infe´rieurement de 0). Notre preuve utilise e´galement une variante du lemme des
tiroirs [6, p.125], qui intervient e´galement en [3], pour la construction des e´tats de
l’automate des multi-ensembles.
Be´al et Perrin ont, depuis l’obtention de ce re´sultat, introduit dans [26] une
notion plus ge´ne´rale d’induction entre repre´sentations line´aires. Une repre´sentation
line´aire (j, N,x) est dite induite a` gauche par la repre´sentation (i,M, t) s’il existe
une matrice U telle que
NU = UM,
jU = i,
x = Ut.
La repre´sentation (i,M, t) est dite induite a` droite par (j, N,x).
Dans ce cadre, la construction de l’automate des multi-ensembles est une in-
duction gauche, et la repre´sentation line´aire finale de la se´rie est obtenue par
une induction droite. D’une manie`re plus ge´ne´rale, lorsque deux repre´sentations
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line´aires reconnaissent la meˆme se´rie, on peut passer d’une repre´sentation a` l’autre
par une chaˆıne d’inductions gauches ou droites [26]. Du point de vue de la dyna-
mique symbolique, l’induction gauche est une transformation plus faible qu’une
conjugaison [101, 88] entre ces matrices.
Une construction diffe´rente, mais dynamique, que nous avons, avec M.-P. Be´al
et D. Perrin, de´crite en [12, 14] redonne la caracte´risation des se´ries ge´ne´ratrices des
codes pre´fixes re´guliers sur un alphabet a` k lettres dans le cas ou` la se´rie satisfait
l’ine´galite´ de Kraft stricte. Le cas d’e´galite´ est cependant inaccessible par cette
me´thode et il est plus ge´ne´ralement inaccessible par des me´thodes dynamiques.
2.1.3 Se´ries ge´ne´ratrices de langages pre´fixiels re´guliers
On ne peut obtenir un re´sultat similaire pour les se´ries ge´ne´ratrices des langages
pre´fixiels re´guliers sur un alphabet a` k lettres (ou des noeuds internes d’un arbre
k-aire re´gulier). En effet, une se´rie t est la se´rie ge´ne´ratrice d’un langage pre´fixiel
re´gulier [134, p.104] si et seulement si la se´rie t est re´gulie`re, t0 = 1 et tn/tn−1 est
uniforme´ment borne´ sur N∗. De plus, la se´rie t est se´rie ge´ne´ratrice d’un langage
pre´fixiel sur un alphabet a` k lettres si et seulement si t0 = 1 et, pour tout entier
n strictement positif, tn ≤ ktn−1. Mais la conjonction de ces deux conditions
ne´cessaires ne suffit pas a` garantir que la se´rie t sera la se´rie ge´ne´ratrice d’un
langage pre´fixiel re´gulier sur un alphabet a` k lettres, comme le montrera l’exemple
mentionne´ ci-apre`s.
Nous avons, avec M.-P. Be´al et D. Perrin, obtenu une caracte´risation des se´ries
ge´ne´ratrices des langages pre´fixiels re´guliers sur un alphabet a` k lettres en ajoutant
aux conditions pre´ce´dentes une condition calculable qui permet de se ramener au
the´ore`me obtenu pour les se´ries ge´ne´ratrices des codes pre´fixes.
The´ore`me 2 [15] Soient t =
∑
n≥0 tnz
n une se´rie re´gulie`re et k un entier stric-
tement positif. La se´rie t est la se´rie ge´ne´ratrice d’un langage pre´fixiel re´gulier sur
un alphabet a` k lettres si et seulement si
(i) son rayon de convergence est soit strictement supe´rieur a` 1/k, soit e´gal a`
1/k et 1/k est alors un poˆle simple de la se´rie t,
(ii) et la se´rie s(z) = t(z)(kz − 1) + 1 est re´gulie`re.
La condition (ii) du The´ore`me 2 implique la positivite´ des coefficients de la
se´rie s et, par suite, que, pour tout entier n strictement positif, tn ≤ ktn−1 et
t0 ≤ 1.
Il existe des se´ries re´gulie`res t satisfaisant, pour tout n ≥ 1, tn ≤ ktn−1 et dont
le rayon de convergence est strictement supe´rieur a` 1/k, mais telles que la se´rie
s(z) = t(z)(kz − 1) + 1 ne soit pas re´gulie`re. L’exemple qui suit est construit a`
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partir d’une se´rie rationnelle a` coefficients positifs qui n’est pas re´gulie`re [35, p.95].
Soit
rn = b
2ncos2(nθ)
avec cos(θ) = a
b
ou` les entiers a, b sont tels que b 6= 2a et 0 < a < b. La se´rie r est
rationnelle, a` coefficients positifs et n’est pas re´gulie`re, ses poˆles e´tant 1
b2
, 1
b2
e2iθ et
1
b2
e−2iθ. On suppose que b2 < k et on de´finit alors la se´rie t de la manie`re suivante :
pour tout h ≥ 0, t2h = kh et t2h+1 = kh + rh.
D’apre`s le the´ore`me de Soittola (voir Section 1.5), la se´rie t est re´gulie`re puisque
elle est l’emboˆıtement de se´ries rationnelles ayant un poˆle dominant. Son rayon
de convergence est 1√
k
> 1
k
. Par suite, la se´rie t satisfait la premie`re condition du
The´ore`me 2. Soit s la se´rie de´finie par s(z) = t(z)(kz − 1) + 1. Comme, pour tout
entier strictement positif p, s2p = krp−1 + 1, la se´rie s n’est pas re´gulie`re.
En utilisant les inductions entre repre´sentations line´aires mentionne´es pre´ce´-
demment, Be´al et Perrin [26] ont caracte´rise´, plus ge´ne´ralement, les se´ries ge´ne´ra-
trices des langages re´guliers sur un alphabet a` k lettres : ce sont les se´ries s =∑
n≥0 snz
n telles que s et
∑
n≥0(k
n − sn)zn soient re´gulie`res, la deuxie`me se´rie
est, en fait, la se´rie ge´ne´ratrice du comple´mentaire du langage dont s est la se´rie
ge´ne´ratrice.
2.2 Codage de Huffman
On conside`re maintenant une source qui engendre une suite de variables ale´atoi-
res a` valeurs dans un alphabet S inde´pendantes et identiquement distribue´es pour
une distribution discre`te connue (pi)i∈S . L’entropie de la source est alors H =
−∑i∈S pi log(pi).
Le proble`me auquel on s’inte´resse est le suivant : trouver un code, parmi tous
les codes de longueur variable, dont la longueur moyenne des mots est minimale.
La longueur moyenne d’un code correspond au nombre moyen de bits ne´cessaires
pour coder un symbole de la source. Cette minimisation permet de compresser
[139, 145] sans perte d’information les suites de symboles issue de la source en
codant par les mots les plus courts du code les symboles les plus probables et
par les mots les plus longs les symboles les moins probables. Elle est aussi utilise´e
dans la conception d’algorithmes de recherche [4, 5], elle correspond alors a` la
minimisation du nombre de tests qui servent a` identifier en moyenne des objets
a` partir d’un ensemble donne´ en utilisant moins de tests pour les objets les plus
probables et plus de tests pour les objets les moins probables.
Quand la source est d’entropie finie, si (li)i∈S est la distribution de longueurs
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d’un code optimal alors :
H ≤
∑
i∈S
pili < H + 1.
La diffe´rence
∑
i∈S pili −H est appele´e la redondance (par symbole) du code.
Pour plus de de´tails sur ces notions, on pourra consulter [10, 47].
2.2.1 Sources finies
Quand l’alphabet S des symboles e´mis par la source est fini, l’algorithme
de Huffman [84] permet d’obtenir un code pre´fixe optimal. Apre`s avoir associe´
a` chaque symbole i de l’alphabet S un nœud de probabilite´ pi, cet algorithme
construit, de bas en haut, un arbre en fusionnant, a` chaque e´tape, en une paire
de nœuds fre`res les deux symboles les moins probables et en les remplac¸ant par
leur pe`re dont la probabilite´ est e´gale a` la somme de celles de ses fils. La lon-
gueur moyenne des mots de tout code, ayant comme distribution de longueurs la
suite des hauteurs des feuilles de l’arbre ainsi obtenu, est minimale parmi toutes
celles des codes de longueur variable. En particulier, les codes de Huffman obtenus
par e´tiquetage des chemins de la racine aux feuilles dans l’arbre de Huffman sont
optimaux.
Gallager [71] a caracte´rise´ les arbres de Huffman : un arbre est un arbre de
Huffman si et seulement si ses nœuds peuvent eˆtre e´nume´re´s en ordre de´croissant
selon leurs probabilite´s de telle sorte que tous les nœuds fre`res soient adjacents
dans cette liste. Cette proprie´te´ est utilise´e pour ve´rifier si un arbre donne´ peut ou
non eˆtre obtenu par l’algorithme de Huffman pour une distribution de probabilite´s
donne´e.
Pour un survol sur le codage de Huffman et une mine de re´fe´rences bibliogra-
phiques, on pourra se reporter a` [2].
2.2.2 Sources infinies
On s’inte´resse, dans la suite, au cas ou` la source e´met des symboles a` valeurs
dans un alphabet de´nombrable. On fait e´galement l’hypothe`se naturelle suivante :
la distribution de probabilite´s sur les symboles de la source est de´croissante (ou
de´croissante a` partir d’un certain rang). On mentionnera dans la suite certaines
situations ou` ce type de sources intervient.
Le but est de construire un code (pre´fixe) qui minimise parmi tous les codes de
longueur variable, la longueur moyenne des mots du code, la distribution de pro-
babilite´ des symboles de la source e´tant donne´e. Comme l’algorithme du Huffman
ope`re en fusionnant successivement les symboles les moins probables de l’alphabet
des symboles e´mis par la source, il ne peut pas eˆtre applique´ directement a` un
alphabet infini.
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Tous les re´sultats pre´sente´s ici utilisent la notion suivante de convergence d’une
suite de codes : on dira qu’une suite (Cj)j≥1 de codes converge vers un code C si,
les mots des codes e´tant ordonne´s par longueur croissante selon l’ordre lexicogra-
phique, pour tout n ≥ 1, le n-ie`me mot de Cj est ultimement constant, quand j
tend vers l’infini, et e´gal au n-ie`me mot de C.
Dans [102], Linder, Tarokh et Zeger ont montre´ que pour une source, e´mettant
des symboles a` valeurs dans N, d’entropie finie, un code optimal peut eˆtre ob-
tenu comme limite d’une sous-suite des codes de Huffman (Cj)j≥1 pour les ver-
sions tronque´es des variables ale´atoires de la source (les variables ale´atoires sont
alors a` valeurs dans [[ 0, j ]] avec la distribution de probabilite´s (pi/
∑j
i=0 pi)0≤i≤j).
Ils montrent e´galement que tout code optimal atteint l’e´galite´ dans l’ine´galite´ de
Kraft. Les preuves ne permettent cependant pas la construction effective d’un code
optimal.
La me´thode, utilise´e initialement par Gallager et Van Voorhis [72], qui sert a`
construire les codes optimaux e´voque´s ici peut eˆtre de´crite de la manie`re suivante.
– De´finir une suite d’alphabets re´duits (Sj)∞j=−1 dans lesquels les symboles
strictement plus grands que j sont partitionne´s en un nombre fini de parts.
Chaque part correspond a` un ensemble non vide de symboles et est appele´e
symbole virtuel, sa probabilite´ est e´gale a` la somme des probabilite´s des
symboles qu’elle contient.
– Ve´rifier que la suite d’alphabets re´duits (Sj)∞j=−1 est compatible avec le pro-
cessus de construction de bas en haut d’un arbre de Huffman. Autrement
dit, apre`s un nombre fini de fusions dans l’algorithme de Huffman applique´ a`
l’alphabet re´duit Sj, on obtient l’alphabet re´duit Sj′ ou` j ′ < j. Une manie`re
simple de ve´rifier que le processus de transformation correspond a` l’algo-
rithme de Huffman est d’utiliser la caracte´risation des arbres de Huffman
e´tablie par Gallager [71] (voir Section 2.2.1).
– Appliquer l’algorithme de Huffman a` l’alphabet re´duit S−1 qui ne contient
plus de symbole de l’alphabet initial, mais uniquement des symboles virtuels.
– Utiliser un argument de convergence pour s’assurer que la suite de codes de
Huffman finis ainsi obtenue converge vers un code infini C.
Le code infini ainsi obtenu a une distribution de longueurs qui minimise la longueur
moyenne parmi toutes celles des codes de longueur variable. La partie difficile de
la construction est celle qui consiste a` ”deviner” la structure des alphabets re´duits.
Codes de Golomb
Les sources dont les variables ale´atoires sont a` valeurs dans N avec la distribu-
tion de probabilite´s ge´ome´trique
pi = (1− q)qi i ≥ 0
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pour un re´el q, 0 < q < 1, mode´lisent, par exemple, les sources qui e´mettent
inde´pendamment les symboles 0 et 1, avec les probabilite´s respectives p et 1− p,
pi est alors la probabilite´ que le mot 0
i1 soit e´mis par la source. Une strate´gie de
codage consiste dans ce cas a` coder l’ensemble de suites de symboles {0i1 | i ∈ N}
e´mis par la source, plutoˆt que simplement {0, 1}. Golomb [76] a exhibe´ des codes
pre´fixes optimaux quand qℓ = 1/2 pour un entier positif ℓ quelconque. Gallager et
Van Vooris [72] ont montre´ que les codes ainsi obtenus sont en fait optimaux pour
toute valeur de q. Plus pre´cise´ment, soit ℓ l’entier strictement positif tel que
qℓ + qℓ+1 ≤ 1 < qℓ + qℓ−1. (2.1)
Un codage optimal simple consiste alors a` repre´senter tout entier i comme la
concate´nation :
- du codage binaire de (i mod ℓ) sur ⌊log ℓ⌋ bits si (i mod ℓ) < 2⌈log ℓ⌉ − ℓ,
sur ⌈log ℓ⌉ sinon,
- et du codage unaire de ⌊i/ℓ⌋, c’est-a`-dire 0⌊i/ℓ⌋1.
Ce code est obtenu comme limite de codes de Huffman. Comme ce code est la
concate´nation de deux codes pre´fixes, on peut inverser l’ordre des deux codes. Le
codage de tout entier i est alors le codage unaire de ⌊i/ℓ⌋ suivi du codage de (i
mod ℓ) sur le nombre de bits ade´quats. Ce code optimal, appele´ code de Golomb
d’ordre ℓ, ne peut eˆtre directement obtenu a` partir de codes de Huffman. Dans le
contexte du codage des plages de 0, ce code a l’avantage de ne pas ne´cessiter la
lecture de la totalite´ de la plage de 0 pour commencer le codage ; l’encodeur produit
un 0 pour chaque suite de ℓ symboles 0 lus, quand un symbole 1 apparaˆıt, il produit
un symbole 1 terminant ainsi le codage unaire, puis le codage correspondant a` la
position du 1 dans la suite ℓ symboles en cours de lecture. Les codes de Golomb
pour les valeurs de q qui sont une puissance (ne´gative) de 2 sont appele´s les codes
de Rice [130] et sont utilise´s, par exemple, dans la librairie FLAC de compression
de donne´es audio sans perte d’information.
On peut noter que, pour tout entier strictement positif ℓ, le code de Golomb
d’ordre ℓ contient exactement ℓ mots de longueur n de`s que n > ⌈log ℓ⌉ et que, de
manie`re ge´ne´rale, les codes de Golomb sont des codes re´guliers.
Par des me´thodes combinatoires, Golin [75] a, par ailleurs, montre´ que la dis-
tribution de longueurs des codes optimaux pour les sources dont les variables
ale´atoires suivent une loi de probabilite´s ge´ome´trique est unique sauf quand qℓ +
qℓ+1 = 1 pour un entier positif ℓ, dans ce dernier cas il existe un ensemble infini
de codes pre´fixes optimaux ayant des distributions de longueurs distinctes.
L’extension des re´sultats de Gallager et Van Voorhis [72] a permis
– a` Humblet [85] de montrer qu’un code optimal pour les sources e´mettant des
symboles a` valeurs dans N avec une distribution de Poisson de parame`tre λ,
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λ > 0,
pi = e
−λλ
i
i!
i ≥ 0,
pouvait eˆtre obtenu en utilisant, a` partir d’une longueur qui de´pend du pa-
rame`tre λ, les mots du code de Golomb d’ordre 1 comple´te´ d’un ensemble
fini de mots de longueurs infe´rieures,
– a` Abrahams [1] d’e´tablir que, pour une source e´mettant des symboles a` va-
leurs dans N avec une distribution de probabilite´s (pi)i≥0 satisfaisant pour,
tout j ≥ J , ∑
i≥1
pj+1+iℓ ≤ pj <
∑
i≥1
pj−1+iℓ,
pour un entier strictement positif ℓ, l’ensemble des mots de longueur supe´-
rieure a` J du code de Golomb d’ordre ℓ comple´te´ d’un ensemble fini de mots
de longueurs infe´rieures constituait un code optimal.
Sources re´gulie`res
Une ge´ne´ralisation assez naturelle des sources e´mettant des symboles dont les
valeurs suivent une loi de probabilite´s ge´ome´trique consiste a` conside´rer des sources
e´mettant des symboles dont les valeurs suivent une loi de probabilite´s donne´e par
une se´rie p(z) =
∑
i≥0 piz
i R+-rationnelle.
Plus pre´cise´ment, on suppose que la suite (pi)i≥0 des coefficients de la se´rie p
est une suite a` termes re´els positifs, de´croissante et telle
∑
i≥0 pi = 1. On suppose
e´galement la se´rie R+-rationnelle. D’apre`s le the´ore`me de Soittola, la se´rie p(z) =∑
i≥0 piz
i est alors l’emboˆıtement de r se´ries rationnelles (si)0≤i≤r−1 ayant une
racine dominante.
Nous avons montre´ [18], avec J. Cle´ment, que, sous ces hypothe`ses, les r se´ries
(si)0≤i≤r−1 ont alors la meˆme racine dominante 1/q avec le meˆme ordre de multi-
plicite´ m+ 1 et que
pi ∼ ci mod rimqi/r
ou` les coefficients (ci)0≤i≤r−1 satisfont
c0 ≥ c1q1/r · · · ≥ cr−1q(r−1)/r ≥ c0q > 0.
Ainsi la se´rie p(z) = (2 + z)/(4 − z2) est l’emboˆıtement des se´ries s0(z) =
2/(4 − z) et s1(z) = 1/(4 − z) qui ont comme racine dominante simple 1/q = 4.
De plus, c0 = 1/2 et c1 = 1/4 ve´rifient c0 ≥ c1√q ≥ c0 q.
Quand la se´rie p a un unique poˆle 1/q qui, de plus, est simple, elle de´finit la
distribution de probabilite´s ge´ome´trique de parame`tre q.
Si la se´rie p a un unique poˆle 1/q qui est multiple, et si ℓ est l’entier strictement
positif tel que qℓ+qℓ+1 ≤ 1 < qℓ+qℓ−1, alors un code optimal [18] peut eˆtre obtenu
22
en utilisant a` partir d’une certaine longueur, qui de´pend de la multiplicite´ du poˆle
1/q dans p, les mots du code de Golomb d’ordre ℓ et en comple´tant par un ensemble
fini de mots de longueurs infe´rieures.
Quand la se´rie p est l’emboˆıtement de deux se´ries ayant un unique poˆle simple
1/q, en posant, pour tout entier i, p′i = p2i et, pour tout entier i strictement positif,
p′−i = p2i−1, on obtient la distribution de probabilite´s
pi =
1− q
q1−d + qd
q|i+d|, i ∈ Z,
ou` 0 ≤ d ≤ 1/2, connue en the´orie de l’information sous le nom distribution
ge´ome´trique bilate´rale de´centre´e [142]. Merhav, Seroussi et Weinberger [114] ont
construit pour les sources qui e´mettent des symboles a` valeurs dans Z selon une
telle distribution de probabilite´s des codes optimaux qui sont des variantes non-
intuitives des codes de Golomb. De nouveau, les codes obtenus ont un nombre
uniforme´ment borne´ de mots de meˆme longueur et sont re´guliers. Ces mode`les
de sources servent a` la pre´diction d’erreurs en compression d’image. Les codes
optimaux, pour des valeurs de q qui sont une puissance (ne´gative) de 2, sont
utilise´s dans l’algorithme LOCO-I (Lossless Image Compression Algorithm) qui
est a` la base de JPEG-LS [142].
Ce sont a` ma connaissance les seuls re´sultats connus concernant les sources
dont les variables ale´atoires suivent une loi de probabilite´s donne´e par une se´rie
R+-rationnelle, la construction, dans le cas ge´ne´ral, de codes optimaux pour de
telles sources reste un proble`me ouvert.
Sources ge´ome´triques et codage par blocs
Nous sommes inte´resse´s, avec J. Cle´ment, G. Seroussi et A. Viola, au proble`me
du codage des mots de longueur fixe´e e´mis par une source.
En effet, si une source d’entropie H e´met des symboles a` valeurs dans un
alphabet S, l’alphabet des blocs de longueur n de symboles de la source est alors
Sn. En notant (p′i)i∈Sn la distribution de probabilite´s sur les e´le´ments de Sn, si
(l′i)i∈Sn est la distribution de longueurs d’un code optimal pour Sn, on obtient
H ≤ 1
n
∑
i∈Sn
p′il
′
i < H +
1
n
.
Autrement dit, la redondance par symbole du codage par blocs de longueur n des
symboles e´mis par la source est au plus e´gale a` 1/n bit au lieu de la redondance
maximale de 1 bit par symbole du code obtenu en codant chaque symbole de la
source. Un tel codage ame´liore donc le taux de compression moyen des donne´es
issues de la source conside´re´e.
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Les re´sultats [22] que nous avons obtenus concernent les sources pour lesquelles
les variables ale´atoires sont a` valeurs dans N et suivent une loi de probabilite´s
ge´ome´trique :
pi = (1− q)qi, i ∈ N
pour un re´el q, 0 < q < 1.
Plus pre´cise´ment, on souhaite coder les mots de longueur 2 e´mis par la source.
L’alphabet peut alors eˆtre vu comme l’ensemble des couples d’entiers positifs (i, j)
dont la probabilite´ d’e´mission est alors pipj = (1− q)2qi+j.
De manie`re e´quivalente, on cherche un codage optimal pour le multi-ensemble
{0, 1, 1, 2, 2, 2, . . . , f, . . . , f︸ ︷︷ ︸
f+1
fois
, . . . }.
ou` l’entier positif f a f + 1 occurrences sachant que le couple (i, j) est bijective-
ment associe´ a` la i-e`me occurrence du symbole f = i+ j dans le multi-ensemble.
La distribution de probabilite´s d’une variable ale´atoire sur ce multi-ensemble est
donne´e par pf = (1− q)2qf .
Dans [22], nous pre´sentons des constructions de codes pre´fixes optimaux, a`
partir de codes de Huffman finis, quand q est une puissance (ne´gative) de 2 et
quand qℓ = 1/2 pour un entier ℓ positif. Ces dernie`res suivent essentiellement le
sche´ma de´ja` utilise´ par Gallager et Van Voorhis et de´crit au de´but de cette Section.
Quand q = 1/2, un code pre´fixe optimal peut eˆtre obtenu comme produit
de deux codes de Golomb d’ordre 1. Plus pre´cise´ment, le codage de´fini par la
concate´nation, pour tout couple (i, j), des mots du code de Golomb d’ordre 1
servant a` coder respectivement i et j est optimal.
Pour les autres valeurs du parame`tres q, les codes optimaux que nous de´finissons
sont totalement diffe´rents des codes de Golomb. Ils sont encore re´guliers, mais le
nombre de mots de meˆme longueur n’est plus uniforme´ment borne´ ; il est, cette
fois, majore´ par une fonction line´aire de la longueur. De plus, il existe, dans ce
cas, une infinite´ de codes pre´fixes optimaux ayant des distributions de longueurs
distinctes.
Quand q = 2−ℓ et que ℓ tend vers l’infini, contrairement au cas du codage
par symbole, nous obtenons une suite infinie de codes, qui converge vers un code
limite.
Nous donnons e´galement, dans chaque cas, des algorithmes de codage et de´co-
dage efficaces de´rive´s de ces constructions.
La ge´ne´ralisation de nos constructions a` toutes les valeurs du parame`tre q ainsi
que la construction de codes pour des blocs de symboles de longueur supe´rieure a`
2 restent a` faire.
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Chapitre 3
Se´quences lexicographiques
Les se´quences de symboles aborde´es dans ce chapitre, quoique de nature tre`s
diffe´rentes, ont en commun d’eˆtre de´finies sur un alphabet totalement ordonne´ et
d’eˆtre caracte´rise´es par des conditions lexicographiques. Il m’a semble´ inte´ressant
de rapprocher l’e´tude de ces objets, qui ne´cessite dans les deux cas d’appre´hender
des proprie´te´s combinatoires lie´es a` la notion d’ordre.
Plus pre´cise´ment, ce chapitre traite de la β-nume´ration, syste`me de nume´ration
qui ge´ne´ralise la nume´ration positionnelle en base entie`re a` une base re´elle β stric-
tement supe´rieure a` 1, et de la factorisation standard des mots de Lyndon.
Les techniques utilise´es sont, dans les deux cas, en partie issues de la combina-
toire des mots. L’e´tude de la β-nume´ration s’appuie e´galement sur des re´sultats de
the´orie des automates et de the´orie des nombres. L’e´tude de la factorisation des
mots de Lyndon ne´cessite l’e´tude du comportement asymptotique des coefficients
de se´ries ge´ne´ratrices par des me´thodes issues de la combinatoire analytique.
3.1 Repre´sentation des nombres en base re´elle
Un syste`me de nume´ration de position peut eˆtre de´fini par la donne´e d’une
base ou d’une suite de nombres et d’un ensemble de digits. Pour une introduction
ge´ne´rale sur le sujet et un survol des re´sultats connus, on pourra se reporter a`
[107, Chapter 7]. La β-nume´ration ge´ne´ralise la nume´ration en base entie`re a` une
base re´elle β strictement supe´rieure a` 1. Quand la base β n’est pas un entier, un
nombre peut avoir plusieurs repre´sentations, le syste`me de nume´ration associe´ est
redondant [123]. On rend unique le choix de la repre´sentation d’un nombre dans
une telle base par l’ajout d’une condition lexicographique.
Plus pre´cise´ment, soit β > 1 un nombre re´el strictement supe´rieur a` 1, le β-
de´veloppement 〈x〉β d’un nombre re´el positif x est la plus grande, pour l’ordre
lexicographique, de ses repre´sentations en base β.
25
Cette repre´sentation est obtenue graˆce a` l’algorithme glouton suivant [128].
Soient k ∈ Z tel que βk ≤ x < βk+1, xk = ⌊x/βk⌋ et rk = {x/βk}, ou` {.}
repre´sente la partie fractionnaire d’un nombre. Pour i < k, on note xi = ⌊βri+1⌋
et ri = {βri+1}. Alors, le β-de´veloppement de x est
〈x〉β = xkxk−1 · · ·x1x0 · x−1x−2 · · ·
et le suffixe x−1x−2 · · · en est la partie β-fractionnaire.
Quand β est un entier, le β-de´veloppement d’un nombre est sa repre´sentation
usuelle en base entie`re. Dans le cas contraire, les digits xi sont les e´le´ments de
l’alphabet Aβ = {0, . . . , ⌊β⌋}. Le β-de´veloppement de 1 en base β est 1.
3.1.1 Le β-shift
A` l’origine, la notion de β-de´veloppements a e´te´ introduite par Re´nyi [128] qui
les a de´finis a` partir des orbites de la transformation croissante par morceaux de
l’intervalle unite´ :
Tβ : x→ βx mod 1.
Tout nombre x de l’intervalle [0, 1] est ainsi repre´sente´ par dβ(x) = (di)i≥1, ou`
di = ⌊βT i−1β (x)⌋. Quand x est un nombre de l’intervalle [0, 1[, cette de´finition est
e´quivalente a` la pre´ce´dente. En revanche, on obtient comme repre´sentation de 1,
non plus 1, mais la plus grande, pour l’ordre lexicographique, de ses repre´sentations
comme somme de puissances ne´gatives de la base. On appellera, dans la suite, dβ(1)
la β-repre´sentation de 1.
La cloˆture topologique Sβ de l’ensemble des suites infinies qui sont les β-
de´veloppements des nombres de l’intervalle [0, 1[, munie du de´calage a` gauche
σ, forme un syste`me dynamique symbolique (voir Section 1.3) appele´ le β-shift.
Les e´le´ments du β-shift sont entie`rement caracte´rise´s, d’un point de vue com-
binatoire, par la β-repre´sentation de 1. En effet, une suite s d’entiers naturels
appartient au β-shift si et seulement si, pour tout p ≥ 1, la suite de´cale´e σp(s)
est infe´rieure, dans l’ordre lexicographique, au de´veloppement impropre d∗β(1)
1
de dβ(1) ; la suite s est le β-de´veloppement d’un re´el de l’intervalle [0, 1[ si et
seulement les pre´ce´dentes ine´galite´s sont strictes [123].
Ainsi, quand β = 1+
√
5
2
, comme dβ(1) = 11 et d
∗
β(1) = (10)
ω, les e´le´ments
du β-shift sont les mots qui ne contiennent pas le facteur 11 et (10)ω n’est pas
le β-de´veloppement d’un nombre de l’intervalle [0, 1[. Quand β = 3+
√
5
2
, alors
dβ(1) = 21
ω = d∗β(1) et le β-shift est compose´ de l’ensemble des mots qui n’ont
pas de facteur dans l’ensemble 21∗2.
1
d
∗
β(1) = dβ(1) si dβ(1) est infini et d
∗
β(1) = (d1 . . . dm−1(dm − 1))
ω si dβ(1) = d1 . . . dm.
26
Un proble`me naturel est de chercher a` classifier [38] les β-shifts en fonction de
leurs proprie´te´s dynamiques. Les β-shifts sont des syste`mes code´s [40], i.e, pour
tout re´el β strictement supe´rieur a` 1, il existe un code Cβ tel que Sβ = Cωβ . Un tel
code Cβ peut eˆtre de´fini comme l’ensemble des mots finis strictement infe´rieurs a`
dβ(1) et dont le plus long pre´fixe propre est pre´fixe de dβ(1). De plus, l’entropie
topologique d’un β-shift est log β [128, 123].
β-shifts sofiques
A` partir de la de´finition du code Cβ associe´ au β-shift, on obtient que le β-shift
est sofique si et seulement si la β-repre´sentation de 1 est ultimement pe´riodique
[37] ; β est alors appele´ un nombre de Parry (ou β-nombre).
La caracte´risation des classes de β-shifts est profonde´ment lie´e aux proprie´te´s
alge´briques de β. On rappelle qu’un entier alge´brique est un nombre de Perron s’il
est strictement plus grand que le module de chacun de ses conjugue´s alge´briques ;
c’est un nombre de Pisot si tous ses conjugue´s sont de module strictement infe´rieur
a` 1 et un nombre de Salem si tous ses conjugue´s sont de module infe´rieur a` 1, l’un
au moins d’entre eux e´tant de module e´gal a` 1.
Si le β-shift est sofique, alors β est un nombre de Perron [52, 100]. En effet, la
matrice d’adjacence de l’automate fini qui reconnaˆıt l’ensemble des facteurs finis
du β-shift est alors une matrice primitive inte´grale (voir Section 1.4) dont le rayon
spectral, β, est donc un nombre de Perron.
Pour les nombres de Perron de degre´ 2, la divisibilite´ du polynoˆme caracte´risti-
que de cette matrice par le polynoˆme minimal de β, implique que si le β-shift est
sofique alors β est un nombre de Pisot. Inversement, Bertrand [37] et Schmidt [135]
ont montre´ inde´pendamment que tous les nombres de Pisot sont des nombres de
Parry. Ce re´sultat de´coule en fait de l’ultime pe´riodicite´ de dβ(x) pour tout re´el
x ∈ [0, 1] ∩Q(β), quand β est un nombre de Pisot [135].
Concernant les nombres de Salem, on sait seulement que si β est un nombre de
Salem quartique (de degre´ 4), la β-repre´sentation de 1 est ultimement pe´riodique
[42]. Selon Boyd [44], tous les nombres de Salem de degre´ 6 seraient des nombres
de Parry, mais, pour tout degre´ supe´rieur, il existerait des nombres de Salem qui
ne sont pas des nombres de Parry. Ces conjectures sont fonde´es sur l’e´tude d’un
mode`le probabiliste heuristique qui pre´dit que les orbites de 1 sous l’action de Tβ
peuvent eˆtre arbitrairement grandes quand β est un nombre de Salem de degre´ 6
et qu’une proportion positive de nombres de Salem de degre´ fixe´ supe´rieur a` 8 ne
sont pas des nombres de Parry.
D’une manie`re plus ge´ne´rale, le domaine des conjugue´s alge´briques des nombres
de Parry a e´te´ e´tudie´ inde´pendamment par Solomyak [138] et par Flatto, Lagarias
et Poonen [65]. Ils ont montre´ en particulier que si le β-de´veloppement de 1 est
ultimement pe´riodique alors les conjugue´s alge´briques de β sont de module stric-
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tement infe´rieur au nombre d’or (1 +
√
5)/2. Il e´tait de´ja` connu [123] que β ne
pouvait avoir de conjugue´ alge´brique re´el supe´rieur a` 1.
La caracte´risation comple`te des nombres de Perron dont le β-shift associe´ est
sofique reste un proble`me ouvert.
β-shifts de type fini
Une sous-classe des β-shifts sofiques est e´galement caracte´rise´e en termes sim-
ples par la β-repre´sentation de 1 : celle des β-shifts de type fini. En effet, le β-shift
est de type fini si et seulement si la β-repre´sentation de 1 est finie [86] ; β est alors
un nombre de Parry simple (ou β-nombre simple).
Solomyak [138] a prouve´ que la cloˆture topologique des conjugue´s d’un nombre
de Parry et celle des conjugue´s des nombres de Parry simples e´taient e´gales.
Ne´anmoins, il existe une importante diffe´rence entre ces deux ensembles de conju-
gue´s alge´briques : si β est un nombre de Parry simple alors β n’a pas de conjugue´
alge´brique re´el positif. En effet, si β un nombre de Parry simple dont la β-
repre´sentation de 1 est dβ(1) = d1 . . . dn, alors β est racine du polynoˆme P =
Xn −∑ni=1 diXn−i qui n’a qu’une seule racine positive.
De plus, la matrice d’adjacence de l’automate des facteurs finis du β-shift
est, dans ce cas, la matrice compagnon du polynoˆme P . Une construction due
a` Handelman [80] permet d’obtenir a` partir d’un nombre de Perron β qui n’a
pas de conjugue´ alge´brique re´el positif une matrice compagnon primitive inte´grale
dont le rayon spectral est β. Mais l’algorithme base´ sur des arguments alge´briques
ne permet pas de controˆler le comportement combinatoire des coefficients de la
matrice ainsi associe´e a` β.
Cette condition sur les conjugue´s alge´briques re´els positifs d’un nombre de
Parry simple permet ne´anmoins
– de montrer facilement que les nombres de Salem, qui sont racines de po-
lynoˆmes re´ciproques, ne sont pas des nombres de Parry simples
– et de caracte´riser les nombres de Parry simples de degre´ 2 : ce sont exacte-
ment les nombres de Pisot quadratiques qui n’ont pas de conjugue´ re´el positif
[69].
J’ai entie`rement caracte´rise´ les nombres de Parry simples et cubiques [17].
Pour obtenir ce re´sultat, j’ai montre´ qu’il suffisait d’e´tudier les nombres de Pisot
cubiques. En effet,
The´ore`me 3 [17] Si β est un nombre de Parry simple et cubique alors β est
nombre de Pisot.
Ce re´sultat, obtenu par des arguments alge´briques, n’est plus vrai pour les
nombres de Parry simples de degre´ strictement supe´rieur a` 3. Par exemple, la
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racine positive du polynoˆme X4 − 3X3 − 2X2 − 3 est un nombre de Parry simple
et quartique qui n’est pas un nombre de Pisot.
Il reste alors a` identifier parmi les nombres de Pisot de degre´ 3 ceux pour
lesquels la β-repre´sentation de 1 est finie.
The´ore`me 4 [17] Soient β un nombre de Pisot cubique et Mβ(x) = X
3 − aX2 −
bX−c son polynoˆme minimal. Alors β est nombre de Parry simple si et seulement
si β satisfait une des conditions suivantes :
(i) b ≥ 0 et c > 0,
(ii) −a < b < 0 et b+ c ≥ 0,
(iii) b ≤ −a et b(k−1)+c(k−2) ≤ (k−2)−(k−1)a, ou` k l’entier de [[ 2, a−2 ]]
tel que (a− 2)/k ≤ a+ b+ c− 1 < (a− 2)/(k − 1).
Ce re´sultat est la conse´quence d’une classification comple`te des β-shifts de´finis
par des nombres de Pisot cubiques [17]. A` partir de la caracte´risation des coeffi-
cients des polynoˆmes minimaux des nombres de Pisot cubiques due a` Akiyama [7],
j’ai calcule´ toutes les β-repre´sentations de 1 en fonction des valeurs prises par les
coefficients de ces polynoˆmes.
Cette construction met en e´vidence un phe´nome`ne inattendu : quand β est
un nombre de Pisot cubique, la longueur de la β-repre´sentation de 1 peut eˆtre
arbitrairement grande. Ainsi, pour tout entier k supe´rieur a` 2, si β est la racine
re´elle du polynoˆme irre´ductible X3 − (k + 2)X2 + 2kX − k, alors dβ(1) est de
longueur 2k + 2. Quand k = 2, on obtient dβ(1) = 221002 ; quand k = 3, on a
dβ(1) = 31310203.
Suivant le meˆme proce´de´, Gijni [74] a calcule´ la β-repre´sentation de 1 pour tous
les nombres de Pisot quartiques unitaires. La limite de cette me´thode vient d’une
augmentation tre`s rapide, en fonction du degre´ alge´brique de la base, du nombre
de cas a` e´tudier.
La caracte´risation des nombres de Parry simples reste un proble`me essen-
tiellement ouvert. Une autre approche du proble`me consisterait a` de´terminer les
nombres de Perron pour lesquels la β-repre´sentation de 1 est d’une longueur finie
fixe´e.
3.1.2 β-re´seaux et ensembles de Meyer
L’ensemble Zβ des β-entiers est l’ensemble des nombres re´els dont le β-de´velop-
pement de la valeur absolue a une partie β-fractionnaire nulle. En notant Z+β
l’ensemble des β-entiers positifs, on a Zβ = Z
+
β ∪ Z−β et Z−β = −Z+β . Par construc-
tion, l’ensemble des β-entiers est syme´trique et stable pour la multiplication par
β. Quand β est un entier, l’ensemble des β-entiers est Z. A` la diffe´rence de la
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nume´ration en base entie`re, si β n’est pas un entier, l’ensemble des β-entiers n’est
stable ni pour l’addition, ni pour la multiplication.
L’ensemble des β-de´veloppements des e´le´ments de Z+β est le langage des facteurs
finis du β-shift. En effet, quand x est un nombre re´el strictement supe´rieur a` 1, il
existe un entier positif k tel que βk ≤ x < βk+1. Par suite, comme 0 < x/βk+1 <
1, le β-de´veloppement de x est l’image par de´calage du β-de´veloppement d’un
nombre de l’intervalle [0, 1[. Quand β est un nombre de Parry, l’ensemble des β-
de´veloppements des e´le´ments de Z+β et, par syme´trie, celui des β-de´veloppements
de Z−β sont donc reconnaissables par un automate fini. Et, quand β est un nombre
de Pisot, l’addition des β-entiers est calculable par un transducteur fini [67].
Mode´lisation des quasicristaux
Dans un cristal, les positions des atomes peuvent eˆtre mode´lise´es par les points
d’un re´seau et sont invariantes par une syme´trie d’ordre 2, 3, 4 ou 6. La de´couverte
dans les anne´es 80 d’un alliage dont le diagramme de diffraction pre´sentait une
syme´trie d’ordre 5 et un ordre ape´riodique a` longue porte´e a stimule´ la recherche
de mode`les mathe´matiques permettant de rendre compte d’une telle structure, ap-
pele´e maintenant quasicristal [98]. Diffe´rentes ide´alisations de ces solides ape´riodi-
ques ont e´te´ propose´es ; tel est le cas, en particulier, des ensembles coupe et projec-
tion [95, 136], des ensembles de Delaunay [96, 50], de certains pavages ape´riodiques
[70, 94, 109] ou des quasire´seaux construits sur les β-entiers [11, 68, 57]. Ces der-
niers, appele´s aussi β-re´seaux, sont les ensembles de la forme Λ =
∑d
i=1 Zβei ou`
(ei)1≤i≤d est une base Rd. Ils ont e´te´ construits, par analogie avec le roˆle joue´ par
les re´seaux pour les cristaux, sur les β-entiers qui semblent, d’un point de vue
expe´rimental, de bon candidats pour de´crire les coordonne´es en dimension 1, 2
ou 3 des atomes dans les quasicristaux [58]. Dans les cas re´ellement observe´s, les
valeurs pertinentes de β sont les nombres de Pisot (1 +
√
5)/2, 1 +
√
2 et 2 +
√
3.
Ces diffe´rentes approches de nature ge´ome´trique sont lie´es a` un mode`le tre`s
riche e´tudie´ par Meyer [115, 116], avant la de´couverte des quasicristaux ; Meyer
utilisait d’ailleurs le terme de quasicristal pour de´crire une ge´ne´ralisation des
structures mathe´matiques mode´lisant les structures cristallines. Les objets qu’il
a de´finis, maintenant appele´s ensembles de Meyer, sont les sous-ensembles Λ de
Rd uniforme´ment discrets (i.e., il existe un re´el r > 0 tel que toute boule ouverte
de rayon r contient au plus un point de l’ensemble) et relativement denses (i.e.,
il existe un re´el R > 0 tel que toute boule ouverte de rayon R contient au moins
un point de l’ensemble) dont les distances entre les points sont contraintes de la
manie`re suivante : Λ−Λ ⊂ Λ+F ou` F est ensemble fini. Sur la pertinence des en-
sembles de Meyer comme mode`les des positions des atomes d’un quasicristal et sur
leurs liens avec les autres mode`les cite´s, on pourra se porter a` [117, 118, 119, 97].
Lagarias [97] a montre´ que les ensembles de Meyer pouvaient eˆtre caracte´rise´s
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par leurs proprie´te´s topologiques : ce sont les sous-ensembles Λ de Rd tels que Λ et
Λ− Λ soient uniforme´ment discrets et relativement denses. Meyer [115] a prouve´
que si Λ est un ensemble de Meyer et β > 1 est un nombre re´el tel que βΛ ⊂ Λ
alors β est un nombre de Pisot ou de Salem. Re´ciproquement, pour tout entier
strictement positif d et tout nombre de Pisot ou de Salem β, il existe un ensemble
de Meyer Λ ⊂ Rd tel que βΛ ⊂ Λ.
Quand β est un nombre de Pisot, l’ensemble Zβ des β-entiers et, par suite, tout
β-re´seau sont des ensembles de Meyer [45, 9]. Les preuves de ce re´sultat utilisent la
caracte´risation topologique des ensembles de Meyer due a` Lagarias et permettent
seulement de prouver l’existence d’un ensemble fini F tel que Zβ − Zβ ⊂ Zβ + F .
Additions de β-entiers
Nous nous sommes inte´resse´s [9], avec S. Akiyama et C. Frougny, a` la construc-
tion d’un ensemble F tel que Zβ −Zβ ⊂ Zβ +F qui soit de taille minimale, quand
β est un nombre de Pisot.
Avec des me´thodes ge´ome´triques, Lagarias [97] a donne´ une technique ge´ne´rale
permettant d’obtenir, pour tout ensemble de Meyer Λ, un ensemble fini F tel que
Λ − Λ ⊂ Λ + F . Cependant aucune me´thode pour minimiser la taille d’un tel
ensemble n’est connue.
Une autre approche du proble`me consiste a` montrer que l’ensemble des par-
ties β-fractionnaires des β-de´veloppements de la somme de deux β-entiers est fini.
Un tel ensemble satisfait alors la de´finition de l’ensemble F . Frougny et Solo-
miak [69] ont montre´ que, quand β est un nombre de Pisot, la longueur de la
partie β-fractionnaire de la somme de deux β-entiers, quand elle est finie, est uni-
forme´ment borne´e. De plus, si β est un nombre de Pisot quadratique, ces parties
β-fractionnaires sont toujours finies [69] et une majoration de leurs longueurs est
calcule´e dans [79]. Quand β est un nombre de Pisot quadratique unitaire, les β-
de´veloppements des sommes de deux β-entiers sont entie`rement caracte´rise´s dans
[45], leurs parties β-fractionnaires sont alors dans {0,±1/β,±1/β}. Re´cemment,
Bernat [28] a e´tudie´ les parties β-fractionnaires des β-de´veloppements de la somme
de deux β-entiers pour certains nombres de Pisot cubiques, en particulier le nombre
de Tribonacci (i.e., la racine positive de X3 −X2 −X − 1), et pour les nombres
de Perron [29].
Ainsi, l’e´tude de l’addition des β-entiers permet d’obtenir des ensembles finis
F pour Zβ quand β est un nombre de Pisot quadratique [79] ; ces ensembles ne
sont en ge´ne´ral pas de taille minimale, sauf quand β est unitaire [45].
En utilisant des techniques issues de la the´orie des automates, nous avons, avec
S. Akiyama et C. Frougny, e´tabli le re´sultat suivant.
The´ore`me 5 [9] Pour tout nombre de Pisot β, un ensemble F de taille minimi-
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nale tel que Zβ−Zβ ⊂ Zβ+F peut eˆtre calcule´ par un algorithme qui est exponentiel
en temps et en espace.
Cet algorithme consiste essentiellement en la construction d’un transducteur
qui transforme une repre´sentation d’un e´le´ment de l’ensemble de Meyer Zβ−Zβ en
sa repre´sentation sous la forme Zβ+F d’un β-entier et d’une partie ”fractionnaire”
appartenant a` F .
Dans un premier temps, des arguments alge´briques permettent de montrer que
la partie β-fractionnaire du β-de´veloppement de deux β-entiers ne prend qu’un
nombre fini de valeurs et de de´finir un sous-ensemble fini F ′ de Z[β]∩] − 1, 1[ tel
que Zβ − Zβ ⊂ Zβ + F ′.
Ensuite, les e´le´ments de Zβ − Zβ sont repre´sente´s comme l’addition bit a` bit
des β-de´veloppements de deux e´le´ments de Zβ . Quand β est un nombre de Parry,
le langage ainsi obtenu est reconnaissable par un automate fini.
Des produits carte´siens et l’intersection d’automates permettent alors de mettre
en correspondance chaque e´le´ment x de Zβ −Zβ repre´sente´ par l’addition formelle
de deux β-de´veloppements avec tous les couples (y, f) forme´s du β-de´veloppement
y d’un β-entier et d’un e´le´ment f de F ′, tels que la valeur repre´sente´e par x et la
somme des valeurs de y et de f soient e´gales. Les e´le´ments de l’ensemble F ′ sont
les valuations des e´tats finaux des automates utilise´s dans cette construction.
La dernie`re e´tape consiste a` minimiser la taille de l’ensemble F ′ de telle sorte
que la correspondance de´crite soit une application. Cette e´tape requiert la de´ter-
minisation d’un automate, ce qui explique la complexite´ exponentielle en espace
de l’algorithme, ainsi qu’une recherche sur toutes les parties de F ′ ce qui conduit
a` une complexite´ exponentielle en temps de l’algorithme.
3.2 Mots de Lyndon
La deuxie`me partie de ce chapitre a pour objet l’e´tude d’un autre type de suites
de´finies par des conditions lexicographiques : les mots de Lyndon.
Ces mots ont e´te´ introduits par Lyndon [110] sous le nom de ”suites lexicogra-
phiques standard” dans le but de de´finir une base pour les alge`bres de Lie libres.
Ils peuvent e´galement eˆtre utilise´s pour construire des bases du mono¨ıde libre et
du groupe libre.
Un mot, de´fini sur un alphabet totalement ordonne´ A, est un mot de Lyndon
s’il est strictement plus petit, dans l’ordre lexicographique, que tous ses conjugue´s
(i.e., tous les mots obtenus par une permutation circulaire des lettres). En d’autres
termes, un mot de Lyndon est un mot primitif (i.e., il ne s’e´crit pas comme puis-
sance entie`re d’un autre mot) qui est minimal pour l’ordre lexicographique dans
sa classe de conjugaison.
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L’ensemble des mots de Lyndon de longueur n est note´ Ln et L = ∪nLn. Par
exemple, sur l’alphabet A = {a, b | a < b}, les mots de Lyndon jusqu’a` la longueur
5 sont
L = {a, b, ab, aab, abb, aaab, aabb, abbb,
aaaab, aaabb, aabab, aabbb, ababb, abbbb, . . . }
Le nombre Card(Ln) de mots de Lyndon de longueur n sur l’alphabet A est,
selon la formule de Witt [106],
Card(Ln) = 1
n
∑
d|n
µ(d) Card(A)n/d,
ou` µ est la fonction de Moebius de´finie sur N\{0} par µ(1) = 1, µ(n) = (−1)i si n
est le produit de i nombres premiers distincts et µ(n) = 0 dans le cas contraire.
Quand Card(A) = k, on obtient l’estimation suivante
Card(Ln) = k
n
n
(
1 +O
(
2−k/2
))
.
Ainsi un mot ale´atoire de longueur n a une probabilite´ proche de 1/n d’eˆtre un
mot de Lyndon. On peut ne´anmoins engendrer ale´atoirement, pour la distribution
uniforme, un mot de Lyndon par un algorithme avec rejet dont la complexite´
moyenne en temps est line´aire [21].
Il existe e´galement un algorithme [66] qui engendre, en temps moyen constant
[33], tous les mots de Lyndon, dans l’ordre lexicographique, jusqu’a` une longueur
fixe´e. Dans MuPad-Combinat, tous les mots de Lyndon de longueur donne´e sont
engendre´s, en temps amorti constant, graˆce a` un algorithme ge´ne´rique de´die´ a` la
ge´ne´ration de cycles non e´tiquete´s duˆ a` Martinez et Molinero [113]. Fredricksen
et Maiorana [66] ont mis en e´vidence la relation suivante entre mots de Lyndon
et mots de de Bruijn (i.e., les mots circulaires de longueur Card(A)n dont tout
mot de longueur n est facteur). Pour tout entier n ≥ 1, la concate´nation en ordre
croissant des mots de Lyndon dont la longueur divise n est le plus petit mot de de
Bruijn pour l’ordre lexicographique. Cette caracte´risation fournit un algorithme,
line´aire en temps, pour calculer un mot de de Bruijn. Les liens entre mots de
Lyndon et mots de Bruijn ainsi que des algorithmes permettant de les engendrer
sont pre´sente´s par Knuth dans [91].
Une des proprie´te´s importantes de l’ensemble des mots de Lyndon est que tout
mot du mono¨ıde libre A∗ se de´compose de manie`re unique en un produit de´croissant
de mots de Lyndon. Le lecteur inte´resse´ par l’origine historique de ce re´sultat dont
la paternite´ est ge´ne´ralement attribue´e a` Lyndon, trouvera des e´le´ments d’infor-
mation dans [32]. D’un point de vue algorithmique, cette factorisation peut eˆtre
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calcule´e en temps line´aire [66, 55]. D’autres proprie´te´s de cette factorisation sur
les mots sont obtenues graˆce a` sa relation avec la notion de factorisation sur les
polynoˆmes.
Comme le laisse supposer la formule de Witt, il existe une bijection [77] entre
les polynoˆmes irre´ductibles de degre´ n a` coefficients dans Fk (ou` k est la puissance
d’un nombre premier) et les mots de Lyndon de longueur n sur un alphabet de
taille k. Cette bijection met en fait en relation tout polynoˆme irre´ductible de degre´
n a` coefficients dans Fk avec une classe de conjugaison de mots primitifs. Elle est
de´finie de la manie`re suivante.
Soit α une racine primitive (kn− 1)-e`me de l’unite´ dans Fk, alors un polynoˆme
P de degre´ n est irre´ductible dans Fk[X] si et seulement si il se factorise dans
Fkn[X] sous la forme
P =
n−1∏
i=0
(
X − αmki
)
ou` tous les αmk
i
, pour 0 ≤ i ≤ n−1, sont deux a` deux distincts. Comme α est une
racine primitive (kn − 1)-e`me de l’unite´, cette dernie`re condition est e´quivalente
au fait que tous les mki mod (kn − 1), pour 0 ≤ i ≤ n − 1, sont distincts. Or,
pour tout x ∈ [[ 0, kn− 1 ]], la multiplication de x par k modulo (kn− 1) se traduit
par une permutation circulaire de la repre´sentation de x en base k : si
xn−1 . . . x0
est la repre´sentation en base k de x, alors
xn−2 . . . x0xn−1
est la repre´sentation de xk mod (kn − 1) en base k. Par suite, l’ensemble des
repre´sentations des mki mod (kn − 1), pour 0 ≤ i ≤ n − 1, est l’ensemble des
conjugue´s de la repre´sentation en base k de l’entier m. Les mki mod (kn − 1),
pour 0 ≤ i ≤ n − 1, sont donc deux a` deux distincts si et seulement si l’e´criture
en base k de m est un mot primitif.
Graˆce a` l’existence de cette bijection, de nombreux re´sultats concernant la
factorisation d’un mot ale´atoire de longueur n en un produit de´croissant de mots
de Lyndon sont connus :
– le nombre moyen de facteurs est proche de logn avec une forte probabilite´
[60],
– la longueur moyenne du plus long facteur est proche de gn ou` g = 0.62432
est la constante de Golomb [60],
– la longueur moyenne du plus court facteur est e´tablie dans [122],
– la distribution du nombre de facteurs distincts de longueur m est approxi-
mativement une loi de Poisson de parame`tre 1/m [60].
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Les mots de Lyndon sont e´galement caracte´rise´s par leurs suffixes : ce sont
les mots non vides qui sont strictement plus petits, pour l’ordre lexicographique,
que tous leurs suffixes propres. Cette proprie´te´ permet de de´finir la factorisation
standard d’un mot de Lyndon w qui n’est pas une lettre : si v est le plus petit,
pour l’ordre lexicographique, suffixe propre de w = uv alors les mots u et v sont
des mots de Lyndon et sont respectivement appele´s facteurs gauche et droit de la
factorisation standard de w.
Par exemple, sur l’alphabet A = {a, b | a < b}, on obtient les factorisations
standard suivantes :
aaabaab = aaab · aab, aaababb = a · aababb, aabaabb = aab · aabb.
La factorisation standard d’un mot w peut eˆtre effectue´e par un algorithme
line´aire en temps [21]. Il suffit pour cela de factoriser le suffixe de longueur (n−1)
de w en un produit de´croissant de mots de Lyndon, ope´ration dont la complexite´
est line´aire en temps [66, 55], le dernier facteur obtenu est alors le facteur droit de
la factorisation standard de w.
La factorisation standard des mots de Lyndon est un e´le´ment cle´ de la construc-
tion de bases des alge`bres de Lie libres ou du groupe libre. Plus pre´cise´ment, les
mots de Lyndon permettent de construire des commutateurs par un processus di-
chotomique utilisant la notion de factorisation standard. Ainsi le mot de Lyndon
aababb s’e´crit en ite´rant le processus de factorisation standard [a[[ab][[ab]b]]]. Ces
commutateurs peuvent eˆtre interpre´te´s soit comme e´le´ments du groupe libre [46]
avec [xy] = xyx−1y−1, soit comme e´le´ments de l’alge`bre de Lie libre [106, 129, 132]
avec [xy] = xy − yx. Dans les deux cas, les mots de Lyndon sont utilise´s pour
construire une base. La complexite´ en moyenne des algorithmes calculant ces
bases est essentiellement de´termine´e par le nombre maximal, en moyenne, d’appels
re´cursifs a` l’ope´ration de factorisation standard et ne´cessite une connaissance fine
du re´sultat de cette factorisation.
3.2.1 Mots de Lyndon ayant un facteur droit donne´
Alors que l’ensemble des mots de Lyndon n’est pas un langage alge´brique [31],
nous avons montre´, avec J. Cle´ment et C. Nicaud [21], que l’ensemble des mots de
Lyndon ayant un facteur droit fixe´ dans leur factorisation standard est un langage
re´gulier dont on peut explicitement calculer la se´rie ge´ne´ratrice. Les techniques
utilise´es pour e´tablir ces re´sultats rele`vent essentiellement de la combinatoire des
mots.
Plus pre´cise´ment, soit A = {a1 < · · · < ak = γ} ou` γ repre´sente le plus grand
symbole de l’alphabet ordonne´ A. Soit w un mot de A∗ \ {γ}∗, le successeur S(w)
de w = uαγi, ou` α est un symbole de A\{γ} et i ≥ 0, est de´fini par S(w) = uβ ou`
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β est le symbole qui suit imme´diatement α dans A pour l’ordre lexicographique.
Pour tout mot de Lyndon v, on de´finit le langage
Xγ = {γ} et Xv = {v, S(v), S2(v), . . . , Sp−1(v) = γ} si v 6= γ.
Le langage Xv est un code pre´fixe et, par construction, le mot v est le plus petit
e´le´ment de XvA∗ pour l’ordre lexicographique.
Ainsi, quand A = {a, b | a < b} et v = aabab, on a Xaabab = {aabab, aabb, ab, b},
et, quand A = {a, b, c | a < b < c} et v = abb, on obtient Xabb = {abb, abc, ac, b, c}.
En notant, pour toute lettre α ∈ A, A≤α l’ensemble {a ∈ A | a ≤ α} des
lettres de l’alphabet A qui sont plus petites que α pour l’ordre lexicographique,
on peut caracte´riser les mots ayant un facteur droit donne´ dans leur factorisation
standard de la manie`re suivante.
The´ore`me 6 [21] Soit v un mot de Lyndon dont la premie`re lettre est α et
u ∈ A+ un mot non vide. Alors uv est un mot de Lyndon ayant u · v comme
factorisation standard si et seulement si u ∈ (A≤αX ∗v ) \ X+v . L’ensemble Fv des
mots de Lyndon ayant le mot v comme facteur standard droit est donc un langage
re´gulier.
De plus, la se´rie ge´ne´ratrice Fv(z) =
∑
x∈Fv z
|x| de Fv est re´gulie`re et peut eˆtre
explicitement calcule´e.
The´ore`me 7 [21] Soit v un mot de Lyndon sur un alphabet a` k lettres. La se´rie
ge´ne´ratrice de l’ensemble Fv des mots de Lyndon ayant le mot v comme facteur
standard droit s’e´crit sous la forme
Fv(z) = z
|v|
(
1 +
kz − 1
1−Xv(z)
)
,
ou` Xv(z) la se´rie ge´ne´ratrice de Xv.
Bien que la se´rie Fv(z) soit re´gulie`re, il est difficile de faire une e´tude en moyenne
du comportement de ses coefficients lorsque le facteur standard droit v de´crit
l’ensemble des mots de Lyndon. Le proble`me vient, en partie, du fait que l’ensemble
des mots de Lyndon n’est pas alge´brique.
3.2.2 E´tude en moyenne de la factorisation standard
Pour e´tudier la longueur moyenne des e´le´ments de la factorisation standard
des mots de Lyndon, nous avons e´te´ amene´s a` adopter un autre point de vue.
Nous avons cherche´ a` mode´liser l’ensemble des mots de Lyndon d’une manie`re
suffisamment simple pour pouvoir mener a` bien une e´tude en moyenne et d’une
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manie`re suffisamment fine pour que la diffe´rence entre le mode`le et l’ensemble ori-
ginal puisse eˆtre ne´glige´e. La construction de ce mode`le et surtout sa comparaison
avec l’ensemble des mots de Lyndon se basent sur une e´tude fine des proprie´te´s des
mots de Lyndon utilisant des techniques probabilistes [59] et des re´sultats issus de
combinatoire analytique [61].
Par souci de clarte´, on se restreint au cas d’un alphabet a` deux lettres A =
{a, b | a < b}.
Mode´lisation des mots de Lyndon de longueur n
Dans un premier temps, on partitionne l’ensemble Ln des mots de Lyndon de
longueur n en deux sous-ensembles dont la taille proche est de 2n−1/n :
– l’ensemble aLn−1 des mots de Lyndon de longueur n−1 pre´ce´de´s de la lettre
a
– et son comple´mentaire Ln \ aLn−1 dans Ln.
Les mots de aLn−1 ont tous la lettre a pour facteur gauche et leur suffixe de
longueur n − 1 pour facteur droit de leur factorisation standard. Une description
plus fine de cet ensemble peut eˆtre obtenue graˆce a` la mode´lisation de Ln−1.
Pour e´tudier l’ensemble Ln \ aLn−1, l’ide´e est de se servir des plus longues
suites de a qui apparaissent dans un mot de Lyndon pour le de´crire. A` cette fin,
on de´finit une nouvelle de´composition des mots de L \ aL.
Soit w un mot de l’ensemble L \ aL. On note p la longueur de la plus longue
plage de a dans w et on de´finit l’entier P comme e´tant e´gal a` p − 1 quand w ne
contient qu’une seule plage de a de longueur maximale et comme e´tant e´gal a` p
dans le cas contraire. La de´composition selon les plages maximales de w est de´finie
par
w = f1 . . . fm,
ou` XP = {aib | 0 ≤ i ≤ P − 1}, f1 ∈ apbX ∗P et, pour 2 ≤ i ≤ m, fi ∈ aP bX ∗P .
La factorisation standard du mot w peut alors eˆtre de´crite par cette de´compo-
sition selon les plages maximales. En effet, il existe un indice j ∈ [[ 2, m ]] tel que
la factorisation standard de w soit
j−1∏
i=1
fi ·
m∏
i=j
fi.
Par exemple, le mot de Lyndon aababab a pour factorisation standard aabab · ab
et pour de´composition aab · ab · ab ; le mot aababaabbaabbb a pour factorisation
standard aabab · aabbaabbb et pour de´composition aabab · aabb · aabbb.
L’e´tude de cette de´composition permet d’affiner la description de la structure
des mots de Ln \ aLn−1.
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The´ore`me 8 [21] La de´composition selon les plages maximales d’un mot de Lyn-
don de Ln \ aLn−1 satisfait, avec la probabilite´ 1 + o(1), les trois proprie´te´s sui-
vantes :
1. la plus longue plage de a est de longueur p ∈ [log2 n− log2 log2 n−1, 2 log2 n[,
2. le nombre m de facteurs est infe´rieur a` 2 log2 n,
3. ces m facteurs ont des pre´fixes de longueurs comprises entre 2p−1 et 3p−3
qui forment un code pre´fixe.
La notion de plage de a est tre`s proche de celle de “success run” en pro-
babilite´. L’estimation du maximum de leurs longueurs fait appel a` la me´thode,
dite de “bootstrapping”, utilise´e par Knuth [90] pour e´tudier le temps moyen de
propagation d’une retenue au cours d’une addition. De manie`re ge´ne´rale, les tech-
niques utilise´es pour e´tablir ce re´sultat rele`vent de la combinatoire analytique [61].
On e´tudie essentiellement des fonctions ge´ne´ratrices, univarie´es et multivarie´es,
construites de manie`re a` capter la notion de cycle primitif [63] associe´e aux mots
de Lyndon. L’analyse asymptotique des coefficients de ces fonctions est obtenue
par l’e´tude leurs singularite´s [48].
Longueur moyenne des facteurs standard
A` l’aide du mode`le qui vient d’eˆtre de´crit, nous avons e´tabli, avec C. Nicaud
et J. Cle´ment, le re´sultat suivant
The´ore`me 9 [21] Pour la distribution uniforme sur les mots de Lyndon de lon-
gueur n, la longueur moyenne du facteur droit de la factorisation standard est
asymptotiquement e´gale a` 3n/4.
La Figure 3.1 compare le re´sultat expe´rimental d’un calcul de la longueur moyenne
du facteur standard droit des mots de Lyndon a` sa valeur the´orique repre´sente´e
par la droite de pente 3/4.
Plus pre´cise´ment, tout mot de aLn−1 a son suffixe de longueur (n− 1) comme
facteur droit de sa factorisation standard. Comme
Card (Ln−1) = Card (Ln)
2
(1 + o(1)) ,
la contribution de l’ensemble aLn−1 a` la valeur moyenne de la longueur du facteur
standard droit est
n
2
(1 + o (1)) .
Pour calculer la longueur moyenne du facteur des mots de Ln\aLn−1, on utilise
des arguments issus de la combinatoire des mots. L’ide´e est de construire une
transformation ϕ, qui soit une involution sur presque tout l’ensemble Ln \ aLn−1,
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Fig. 3.1 – Longueur moyenne du facteur standard droit de mots de Lyndon
ale´atoires dont la longueur varie de 1000 a` 10000. Chaque point est calcule´ a`
partir de 1000 mots. Les barres verticales repre´sentent l’e´cart-type.
et telle que la somme des longueurs des facteurs standard droits de w et ϕ(w)
soit presque e´gale a` la longueur de w. Le mot ϕ(w) est obtenu a` partir de w en
e´changeant des suffixes particuliers des facteurs de la factorisation standard de w
de telle sorte ϕ pre´serve globalement les plus longues plages de a ainsi que les
pre´fixes qui permettent d’ordonner les facteurs de la de´composition selon les plus
longues plages ; en particulier, les pre´fixes associe´s aux facteurs gauche et droit de
la factorisation standard sont conserve´s par ϕ(w).
Ainsi, pour la distribution uniforme sur l’ensemble Ln \ aLn−1, la longueur
moyenne du facteur droit est
n
2
(1 + o(1)).
Comme, de nouveau,
Card (Ln \ aLn−1) = Card (Ln)
2
(1 + o(1)) ,
la contribution de l’ensemble Ln \ aLn−1 a` la valeur moyenne de la longueur du
facteur standard droit est
n
4
(1 + o (1)) .
La Figure 3.2 laisse supposer une proprie´te´ d’e´quire´partition de la longueur du
facteur standard droit sur l’ensemble Ln \ aLn−1. La loi limite, corroborant cette
constatation, de ce parame`tre sur un alphabet a` k lettres a e´te´ e´tablie dans un
article re´cent [112].
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Fig. 3.2 – Distribution de la longueur du facteur standard droit sur Ln \ aLn−1
calcule´e a` partir de 100, 000 mots de Lyndon ale´atoires de longueur 5, 000.
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Chapitre 4
E´nume´ration et ge´ne´ration
ale´atoire d’automates
Ce chapitre porte sur l’e´nume´ration et la ge´ne´ration ale´atoire d’automates
de´terministes complets et accessibles a` n e´tats sur un alphabet fini. Les re´sultats
pre´sente´s sont le fruit d’une collaboration avec C. Nicaud.
Dans un premier temps, nous estimons asymptotiquement le nombre de tels au-
tomates, en utilisant des transformations combinatoires et des arguments d’analyse
asymptotique. Nous donnons ensuite deux me´thodes pour engendrer ale´atoirement
ces automates et analysons la complexite´ des algorithmes dont nous nous servons.
4.1 E´nume´ration
On rappelle que deux automates finis de´terministes et complets (voir Section
1.2) sont isomorphes s’il ne diffe`rent que par l’e´tiquette de leurs e´tats. Nous nous
sommes inte´resse´s, avec C. Nicaud, au proble`me de l’e´nume´ration des automates
non isomorphes de´terministes complets et accessibles a` n e´tats sur un alphabet fini.
On note, pour tout entier n strictement positif, An l’ensemble de ces automates et
k la taille de l’alphabet.
L’e´nume´ration des automates finis selon divers crite`res (avec ou sans e´tat initial
[92], non isomorphes [82], a` une permutation des e´tiquettes des transitions pre`s
[82], ayant un graphe sous-jacent fortement connexe [104, 92, 131, 93], acycliques
[105]...) est un proble`me e´tudie´ depuis 1959 [141]. Compter les automates finis
apparaˆıt comme le proble`me 19 dans la liste d’Harary de proble`mes non re´solus
en e´nume´ration de graphes [81]. La plupart des travaux effectue´s dans ce domaine
portent sur d’autres automates, que ceux conside´re´s ici, et sont essentiellement
diffe´rents d’un point de vue combinatoire. On pourra se reporter a` [53] pour une
bibliographie plus fournie sur le sujet.
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Plusieurs auteurs ont ne´anmoins e´tudie´ les automates accessibles [103, 92, 131] ;
en particulier, Korshunov [92, 93] a donne´ un e´quivalent du nombre d’automates
de l’ensemble An. L’e´nonce´ de ce re´sultat, sur lequel nous reviendrons dans la
suite, est cependant difficile a` formuler et a` prouver.
4.1.1 Formule d’e´nume´ration exacte
En utilisant des constructions combinatoires, Nicaud [120] a obtenu une formule
d’e´nume´ration exacte des automates de An, dans le cas d’un alphabet de taille
2, qui a e´te´ ge´ne´ralise´e a` un alphabet fini quelconque dans [49]. Ce re´sultat est
e´tabli par la transformation de ce proble`me d’e´nume´ration d’automates en une
sommation de produits d’entiers.
Plus pre´cise´ment, on suppose l’alphabet totalement ordonne´. La premie`re e´tape
pour compter les automates non isomorphes de´terministes complets et accessibles
deAn consiste a` se ramener a` l’e´nume´ration de structures de transitions Dn de´finies
de la manie`re suivante. Ces structures sont des automates de´terministes, complets
et accessibles a` n e´tats sans e´tats finaux distingue´s et dont chaque e´tat q est
e´tiquete´ par le plus petit mot, dans l’ordre lexicographique, qui e´tiquette un chemin
simple (qui ne passe pas deux fois par un meˆme e´tat) de l’e´tat initial a` l’e´tat q.
Deux telles structures de transitions ne peuvent eˆtre isomorphes. De plus, a` chaque
structure de transitions a` n e´tats correspondent, selon le choix de l’ensemble d’e´tats
finaux, 2n automates deAn. On obtient ainsi, pour tout entier n strictement positif,
|An| = 2n|Dn|.
On associe, ensuite, a` chaque structure de transitions de Dn, par un parcours en
profondeur a` partir de l’e´tat initial et selon l’ordre lexicographique des e´tiquettes
des transitions, une suite de (k − 1)n + 1 entiers positifs. En fait, l’algorithme de
parcours en profondeur identifie, au fur et a` mesure, selon l’ordre dans lequel il
traite les transitions, un arbre couvrant et produit pour chacune des (k − 1)n+ 1
transitions qui ne font pas partie de l’arbre couvrant l’entier correspondant au
nombre d’e´tats appartenant a` la partie de l’arbre couvrant de´ja` construit. La suite
(x1, · · · , x(k−1)n+1) d’entiers ainsi construite ve´rifie alors les proprie´te´s suivantes :
(i) elle est croissante,
(ii) x(k−1)n+1 = n,
(iii) et, pour tout i ∈ [[ 1, (k − 1)n ]], ⌈ i
k−1⌉ ≤ xi ≤ n.
La Figure 4.1 illustre la transformation d’une structure de transitions en une
suite d’entiers, les transitions en gras correspondent a` l’arbre couvrant et la suite
produite dans cet exemple est (2, 4, 4, 5, 5, 6, 6).
On note, pour tout m ≥ 1, ‖(x1, . . . , xm)‖ =
∏m
i=1 xi.
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Fig. 4.1 – Une structure de transitions ou` 1 est l’e´tat initial
Inversement, pour tout e´le´ment x de [[ 1, n ]](k−1)n+1 satisfaisant les conditions
(i), (ii) et (iii), il existe exactement ‖x‖ structures de transitions qui sont trans-
forme´es en cette se´quence. Cette proprie´te´ permet d’engendrer ale´atoirement, pour
la distribution uniforme sur Dn, en temps line´aire [23], une structure de transitions
de taille n a` partir de telles suites d’entiers.
En relation avec ces suites d’entiers, on introduit l’ensemble
Fn = {(x1, . . . , x(k−1)n) ∈ [[ 1, n ]](k−1)n | pour tout i, xi ≥ ⌈ i
k − 1⌉ et xi ≥ xi−1},
qui peut eˆtre vu comme un ensemble de chemins du re´seau carre´ ; en particulier,
quand k vaut 2, il s’agit des chemins de Dyck de longueur n.
Les transformations de´crites pre´ce´demment permettent d’obtenir des formules
d’e´nume´ration exactes [120, 49]
– pour les structures de transitions : Dn = nfn, ou` fn =
∑
F∈Fn ‖F‖,
– et pour les automates : An = n 2nfn.
4.1.2 Estimation asymptotique
Pour estimer asymptotiquement le nombre |An| d’automates de´terministes,
complets et accessibles a` n e´tats, il reste a` e´tudier le comportement de fn quand n
tend vers l’infini. Cette estimation s’exprime en terme de nombres de Stirling de
deuxie`me espe`ce.
On rappelle que, pour tous entiers positifs m et n, le nombre de Stirling de
deuxie`me espe`ce, note´ {nm}, est le nombre de partitions d’un ensemble a` n e´le´ments
en m parts (non vides). Ces nombres peuvent eˆtre calcule´s par la relation de
re´currence suivante
∀n,m > 0, {nm} = m{n−1m }+ {n−1m−1}.
sachant que, par convention {00} = 1, et pour tout n ≥ 1, on a {n0} = 0.
The´ore`me 10 [23] Pour tout entier n strictement positif, fn = Θ
({knn }), ou` {knn }
est le nombre de partitions d’un ensemble a` kn e´le´ments en n parts.
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Ce re´sultat est e´tabli par le calcul de bornes supe´rieure et infe´rieure pour le
nombre fn. La majoration est obtenue en relaxant la contrainte qui impose aux
e´le´ments de Fn d’eˆtre au dessus de la droite de pente 1/(k− 1). Plus pre´cise´ment,
on de´finit l’ensemble
Sn = {(x1, . . . , x(k−1)n) ∈ [[ 1, n ]](k−1)n | si i < j alors xi ≤ xj}.
Alors, pour tout entier n strictement positif, en notant sn =
∑
x∈Sn ‖x‖, on a
sn = {knn }. Cette e´galite´ peut eˆtre prouve´e en ve´rifiant que les deux suites sont
de´finies par les meˆmes relations de re´currence et ont les meˆmes premiers termes ou
en construisant un bijection entre les e´le´ments de Sn et les partitions d’un ensemble
a` kn e´le´ments en n parts (voir [30] et [61, p.59]). Comme Fn est un sous-ensemble
de Sn, on obtient fn ≤ sn et fn ≤ {knn }.
Le calcul d’une borne infe´rieure asymptotique pour fn est plus technique. Il
consiste en une majoration de la contribution a` la valeur de sn des suites d’entiers
(x1, . . . , x(k−1)n) qui ne satisfont pas la contrainte : pour tout i, xi ≥ ⌊i/(k − 1)⌋.
L’ordre de grandeur de fn donne´ par le The´ore`me 10 permet d’estimer le
nombre d’automates de An.
The´ore`me 11 [23] Le nombre d’automates de´terministes complets et accessibles
a` n e´tats sur un alphabet a` k lettres est Θ
(
n 2n{knn }
)
.
De plus, le de´veloppement asymptotique des nombres de Stirling de deuxie`me
espe`ce {knn } peut eˆtre calcule´ par la me´thode du col [78], en particulier
{knn } ∼ αkβnkn(k−1)n−1/2
ou` αk et βk sont deux constantes positives qui de´pendent de k.
Enfin, en utilisant les nombres de Stirling de deuxie`me espe`ce, le re´sultat de
Korshunov [92, 93] peut eˆtre reformule´ en des termes plus simples.
The´ore`me 12 [92, 93, 23] Le nombre d’automates de´terministes complets et ac-
cessibles a` n e´tats sur un alphabet a` k lettres est asymptotiquement e´gal a`
Ck n 2
n {knn } ou` Ck =
1 +
∑∞
r=1
1
r
(
kr
r−1
)(
ek−1βk
)−r
1 +
∑∞
r=1
(
kr
r
)(
ek−1βk
)−r .
Dans le tableau ci-dessous, on compare pour des alphabets de taille k = 2, 3 et
4 les valeurs du rapport |An|
2nn{knn } pour n = 100, 200 et 300 avec celle de
Ck = lim
n→+∞
|An|
2nn{knn }
.
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Partitions Sn Fn An Minimal
Ge´ne´rateur de Boltzmann Me´thode re´cursive
rejet rejet
Fig. 4.2 – Sche´ma re´capitulatif des proce´de´s de ge´ne´ration ale´atoire uniforme
Les nombres fn sont calcule´s a` partir de leur de´composition re´cursive dont il est
fait mention dans la prochaine section. La constante Ck tend tre`s vite vers 1, quand
k tend vers +∞. Par exemple, C26 ≍ 0.99999999987.
k 100 200 300 400 Ck
2 0.74490782 0.74497737 0.74498956 0.74499374 0.74499902
3 0.87341820 0.87342408 0.87342509 0.87342543 0.87342586
4 0.93931196 0.93931392 0.93931428 0.93931440 0.93931456
4.2 Ge´ne´ration ale´atoire
On pre´sente maintenant, dans leurs grandes lignes, deux me´thodes permettant
d’engendrer ale´atoirement pour la distribution uniforme sur An, des automates
de´terministes complets et accessibles a` n e´tats sur un alphabet a` k lettres.
Le sche´ma de la Figure 4.2 re´capitule les diffe´rentes e´tapes de la ge´ne´ration
ale´atoire qui est explicite´e dans la suite. A` chacune d’elles, les objets (partitions,
suites d’entiers de Sn ou de Fn et automates de An) sont engendre´s ale´atoirement
de manie`re e´quiprobable. La reconstruction d’un automate de An a` partir d’une
suite d’entiers de Fn est effectue´e en temps line´aire [23].
Ge´ne´ration des suites d’entiers de Fn
Les suites d’entiers de Fn peuvent eˆtre engendre´s de manie`re re´cursive [120, 49].
Cette me´thode a e´te´ introduite par Nijenhuis et Wilf [121] et syste´matise´e par
Flajolet, Zimmermann et Van Custem [64]. On utilise ici le fait que tout e´le´ment
(x1, . . . , x(k−1)n)
– se de´compose, quand x(k−1)n est e´gal a` n, en une suite de (k−1)n−1 entiers,
satisfaisant des conditions analogues a` celles impose´es a` la suite initiale,
concate´ne´e avec n
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– est, dans le cas contraire, une suite d’entiers infe´rieurs a` n − 1, satisfaisant
les meˆmes contraintes que les e´le´ments de Fn.
Cette proprie´te´ permet d’engendrer ale´atoirement de droite a` gauche les entiers
d’une suite (x1, . . . , x(k−1)n) de Fn. Apre`s un important pre´calcul dont le re´sultat
est stocke´, chaque tirage ale´atoire d’un e´le´ment de Fn est re´alise´ en temps line´aire,
a` condition d’utiliser des nombres a` virgule flottante [51]. Cette me´thode ne´cessite
le calcul pre´alable d’un tableau d’entiers ti,j correspondant aux nombres de suites
de j entiers infe´rieurs i satisfaisant les conditions requises. Le tableau occupe un
espace en O(n2) et requiert un temps de calcul en O(n2).
La deuxie`me me´thode [23] repose sur les ge´ne´rateurs de Boltzmann intro-
duits par Duchon, Flajolet, Louchard et Schaeffer [54]. Elle permet d’engendrer
ale´atoirement un e´le´ment de Fn en un temps en O(n3/2) et ne requiert aucun
pre´calcul.
L’ide´e est d’engendrer, dans un premier temps, les partitions d’un ensemble
a` kn e´le´ments en n parts. A` cette fin, on tire ale´atoirement, selon une loi de
Poisson de parame`tre ade´quatement choisi, n ensembles non vides. On obtient
ainsi une partition en n parts dont la taille est en moyenne kn. En se servant d’un
algorithme avec rejet, on engendre des partitions de taille exactement kn avec une
complexite´ en temps en O(n3/2). La transformation d’une partition d’un ensemble
a` kn e´le´ments en n parts en une suite d’entiers de Sn est ensuite re´alise´e en temps
line´aire graˆce a` une bijection due a` Bernardi [30]. Finalement, comme la majorite´
des e´le´ments de Sn sont aussi des e´le´ments de Fn, les suites d’entiers de Fn sont
obtenues a` partir de celles de Sn graˆce a` un algorithme avec rejet.
Automates minimaux
Les automates de An ne sont pas tous minimaux, mais tous les automates
minimaux a` n e´tats appartiennent a` l’ensemble An. De plus, expe´rimentalement,
une proportion constante d’e´le´ments de An semblent minimaux [120, 49], ce qui
justifie en pratique l’utilisation d’un algorithme avec rejet. L’efficacite´ d’un tel
algorithme n’est cependant pas prouve´e.
L’estimation du nombre d’automates minimaux est ne´cessaire pour e´tablir ce
re´sultat. D’autre part, comme a` chaque langage re´gulier est associe´ de manie`re
unique un automate minimal, la connaissance du nombres d’automates minimaux
permettrait de compter le nombre de langages re´guliers dont l’automate minimal
est de taille donne´ (voir [53]). Enfin, en interpre´tant la complexite´ en espace d’un
langage re´gulier comme le nombre d’e´tats de son automate minimal, elle serait une
premie`re e´tape vers des re´sultats en moyenne sur les langages re´guliers comme, par
exemple, l’estimation de la taille de l’intersection de deux langages.
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